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Avant-propos





L’impressionnisme peut être vu comme une volonté de regarder l’essentiel sans s’encombrer des « détails ». Cette attitude, appliquée à la science, permet de décrire le monde qui nous entoure en en dégageant les mécanismes dominants. Il faut réduire un problème à son épure pour en avoir une description à la fois simple et générique et ainsi en extraire la physique sous-jacente. Car l’objectif n’est pas simplement de décrire mais avant tout de comprendre les phénomènes présentés. Cette démarche structure chacune des pages de ce livre.

Le moyen le plus simple de présenter une telle description est de l’écrire sous la forme d’une loi, au sens mathématique du terme, mais sans la complexité qui l’accompagne d’ordinaire. Avec un bagage mathématique réduit à son plus simple appareil, nous aboutirons à des lois de la nature tout à la fois simples et universelles. Ces relations, indépendantes de l’échelle considérée, sont appelées lois d’échelle. Comme elles sont par essence génériques, elles permettent d’apporter un peu d’unité dans l’extraordinaire diversité et complexité du monde qui nous entoure. Selon les cas, une loi pourra décrire tous les mammifères, de la musaraigne à la baleine, ou tout ce qui vole, du moustique à l’Airbus, ou tout ce qui nage, tombe ou flotte.

Jean Perrin, prix Nobel de physique (1926) et fondateur du Centre national de la recherche scientifique (CNRS), disait que la science consiste à « découvrir des principes simples cachés par la complexité du réel ». C’est exactement ce que nous allons faire avec notre approche impressionniste : éclairer les ingrédients essentiels du système observé, découvrir les lois qui décrivent une réalité d’apparence complexe, et les interpréter pour en dégager toute la compréhension accessible. Par cette démarche, nous nous faisons l’écho de toute une école de pensée, une méthode scientifique dont un autre prix Nobel de physique (1991), Pierre-Gilles de Gennes, fut l’une des figures de proue les plus emblématiques.

Les lois d’échelle sont un formidable outil de vulgarisation. Elles apportent un formalisme simple mais extrêmement puissant, qui permet de discuter des mécanismes à l’origine d’une variété considérable de sujets, sans s’embarrasser de détails. Cet ouvrage s’adresse donc à une communauté d’amateurs de science au sens large, à travers des questions diverses, souvent fondamentales et a priori complexes : quelle est la forme d’un arbre ? Comment la taille d’un animal influence-t-elle son apparence, sa consommation de nourriture ou son espérance de vie ? Comment marche un homme, vole un oiseau ou nage un poisson ? Comment estimer la puissance nécessaire à un sous-marin ou un navire ? Quel est le point commun entre une bulle et une tempête de sable ? Quelle est la forme d’une goutte ? Le lectorat un peu plus familier avec l’outil mathématique trouvera aussi deux interludes, et quelques encadrés, où sera abordée la méthode permettant de déterminer ces lois d’échelle : l’analyse dimensionnelle. Les relations seront écrites en ne raisonnant que sur les dimensions de chaque grandeur : c’est élémentaire et extrêmement efficace.

Bonne promenade au cœur du simple et de l’universel !









CHAPITRE 1

Biologie : taille et conséquences





À la fin du XVIIe siècle, avec la découverte du spermatozoïde par Antoni Van Leeuwenhoek, une théorie du développement embryonnaire prend son essor : la théorie de la préformation. Elle affirme que tous les hommes et les animaux préexistent en miniature dans le sperme ou l’ovule des parents. Une image publiée en 1694, depuis devenue iconique en embryologie, montre un être humain miniature dans un spermatozoïde (figure 1.1). Selon cette théorie, soutenue par l’Église, Dieu a créé tous les organismes à la naissance du monde, et ils sont tous imbriqués les uns dans les autres comme une famille infinie de poupées russes. Lorsque commence la grossesse, l’homme miniature grandit en conservant ses proportions. Aujourd’hui considérée comme farfelue, cette théorie était parfaitement crédible à l’époque ; elle est notamment présentée dans l’Encyclopédie de Diderot et d’Alembert, au milieu du XVIIIe siècle. Parmi les nombreuses invraisemblances de cette théorie, celle sur laquelle nous allons revenir dans ce chapitre est la forme de l’homme miniature. En effet, une tête de spermatozoïde n’excédant pas 5 microns (environ dix fois moins que l’épaisseur d’un cheveu), l’homme représenté sur la figure 1.1 est environ 400 000 fois plus petit qu’un adulte humain, tout en ayant exactement les mêmes proportions !

[image: Figure 1.1. Homme contenu dans une tête de spermatozoïde (Nicolaas Hartsoeker, 1694).]

Figure 1.1. Homme contenu dans une tête de spermatozoïde (Nicolaas Hartsoeker, 1694).


En accord avec notre intuition, on va voir que deux êtres de tailles très différentes ne peuvent pas avoir la même forme. La taille d’un organisme contraint en effet toutes sortes de processus mécaniques et biologiques qui influencent sa forme. Typiquement, augmenter la taille d’un organisme nécessite une modification de sa structure et de ses fonctions vitales. Il faut qu’il puisse continuer à tenir sur ses pattes sans s’effondrer, mais aussi qu’il soit capable de fournir suffisamment d’énergie à son organisme pour vivre. On verra ainsi pourquoi araignées géantes, Lilliputiens et autres King Kong ne peuvent exister, et pourquoi la nature a été dans l’obligation d’associer, à tout changement important de taille, des modifications profondes de l’organisme. Il s’avère ainsi que la taille est un excellent moyen de décrire la vie qui nous entoure, un prisme formidablement pratique par lequel observer les êtres vivants. Mais il faut pour cela un outil qui permette de relier la taille et les effets qu’elle produit, un moyen d’exprimer une caractéristique d’un animal ou d’une plante en fonction de son échelle. Cet outil, qui va constituer le fil rouge de tout ce livre, nous est fourni par les mathématiques, et répond au nom de lois d’échelle.

Ces lois d’échelle, aussi appelées « relations allométriques » par les biologistes, vont permettre de révéler simplement des comportements biologiques ou mécaniques d’une stupéfiante universalité. Grâce à elles, nous pourrons trouver la force maximale d’un homme en fonction de sa taille, comprendre la forme des os des vertébrés, et même estimer l’énergie dépensée par un mammifère en fonction de sa masse. Nous verrons que grâce à ces lois, la taille d’un mammifère permet d’en apprendre énormément sur lui. Après avoir dompté l’abstraction inhérente à l’outil mathématique, il restera à s’émerveiller de ce que des processus si complexes puissent s’exprimer avec une si grande simplicité.

Dans ce chapitre, on introduira le concept de loi d’échelle et le cadre mathématique nécessaire. On examinera les conséquences de la taille d’un organisme sur quelques-unes de ses caractéristiques fondamentales, et on verra parmi les lois les plus générales et les plus fondamentales que la biologie peut nous offrir. Nous pourrons ensuite répondre à des questions aussi diverses que : pourquoi n’existe-t-il pas d’humanoïde géant ? Les arbres ont-ils tous la même forme ? Quelle quantité de nourriture doit consommer un éléphant pour rester en vie ? Quelle est la fréquence cardiaque d’une musaraigne ? Pourquoi les gros mammifères vivent-ils plus longtemps que les petits ? Quelle est la différence de population de moustiques et d’éléphants dans la savane sud-africaine ?

Toutes proportions gardées…

La relation entre taille et forme dans la nature est un sujet discuté depuis longtemps, et nous en verrons plusieurs exemples historiques au cours de ce chapitre. Néanmoins, le premier à avoir vraiment abordé la question est probablement le biologiste et mathématicien écossais D’Arcy Thompson (1860-1948), auteur d’un livre tout à fait singulier dont la première édition a été publiée en 1917 : On Growth and Form (Forme et croissance). Sa thèse centrale consiste à attribuer un rôle majeur à la physique et à la mécanique dans la sélection des formes des organismes vivants, considérés comme des objets matériels. Le morphologiste devient alors de facto physicien.

C’est la voie que nous suivrons dans ce chapitre et, comme D’Arcy Thompson dans son premier chapitre intitulé « On magnitude », on commencera par le cas le plus simple, celui où tout changement de taille s’accompagne d’une conservation des proportions. Cette transformation s’appelle, en géométrie euclidienne, une « similitude ». Nous nous servirons des exemples qui illustreront ce concept simple pour introduire naturellement les outils mathématiques élémentaires utiles tout au long de cet ouvrage.

Deux objets sont semblables si…

… toutes les longueurs ont été multipliées par la même valeur ou, autrement dit, si toutes les proportions sont les mêmes. Deux objets semblables ont donc exactement la même forme, mais pas forcément la même taille. C’est le cas de deux carrés ou deux cercles de côtés ou de rayons différents. Si, en revanche, le carré se transforme en rectangle ou le cercle en ovale, alors les proportions n’ont pas été conservées, une dimension de l’objet a augmenté plus que l’autre, changeant ainsi la forme de l’objet. L’exemple de similitude le plus populaire est la famille de poupées russes trônant sur de nombreux buffets à travers le monde, et illustré sur la figure 1.2, où toutes les matriochkas sont semblables.

[image: Figure 1.2. Famille de matriochkas. Ce jouet, présenté pour la première fois hors de Russie à l’Exposition universelle de Paris en 1900, est constitué d’une famille de poupées semblables, c’est-à-dire qui ont la même forme, les mêmes proportions, mais une taille différente. Le rapport d’agrandissement entre chaque poupée est ici de 150 %.]

Figure 1.2. Famille de matriochkas. Ce jouet, présenté pour la première fois hors de Russie à l’Exposition universelle de Paris en 1900, est constitué d’une famille de poupées semblables, c’est-à-dire qui ont la même forme, les mêmes proportions, mais une taille différente. Le rapport d’agrandissement entre chaque poupée est ici de 150 %.


Dans le monde animal ou végétal, il existe quelques cas où la croissance complète, de la naissance à la mort, se fait en conservant les proportions, et où les organismes de cette espèce sont tous semblables quel que soit leur âge. C’est le cas de certaines grenouilles, de certaines salamandres (Batrachoseps) ou de certaines petites plantes (Dictyostelium discideum). Mais ces exemples restent rares. Les cas dans lesquels les proportions entre petits et adultes changent drastiquement sont bien plus fréquents. En revanche, entre adultes d’une même espèce, lorsque la taille varie peu, il est fréquent d’observer en moyenne une réelle similitude : plus un individu de cette espèce sera grand, plus il sera large, plus ses membres seront longs, etc.



Proportionnalité et similitude

[image: Figure 1.3. Les deux rectangles sont semblables : leur taille est différente mais leur forme est la même ; le rapport entre les deux côtés y/x est identique (y/x = 1/2). Le graphique de droite présente la relation de similitude y = bx, où la pente b de la droite est égale à un demi : y/x = b = 1/2.]

Figure 1.3. Les deux rectangles sont semblables : leur taille est différente mais leur forme est la même ; le rapport entre les deux côtés y/x est identique (y/x = 1/2). Le graphique de droite présente la relation de similitude y = bx, où la pente b de la droite est égale à un demi : y/x = b = 1/2.


Introduisons une première pincée de formalisme mathématique. On a vu que, lorsque deux objets sont semblables, leurs proportions sont conservées. C’est le cas de deux cercles ou de deux carrés qui, par définition, ont toujours la même forme. Deux rectangles aussi peuvent être semblables, il suffit que leur petit côté y et leur grand côté x soient changés dans les mêmes proportions. Ils auront alors des tailles différentes mais le rapport de leurs deux longueurs (y/x) sera toujours le même, comme c’est le cas des rectangles de la figure 1.3.

Il en va de même pour deux individus semblables, comme les membres d’une famille de matriochkas : toutes les proportions sont constantes et donc le rapport de deux longueurs, quelles qu’elles soient, sera constant. Autrement dit, si y est la dimension de la tête et x la taille totale de ces individus semblables, la relation de proportionnalité suivante entre la tête et le corps devra être respectée :

 

y ∝ x,

 

où le symbole ∝ signifie « est proportionnel à », qui peut s’écrire autrement :

 

y = bx,

 

où b est une constante de proportionnalité. Ces relations sont des relations de similitude.

Comme pour les deux rectangles semblables, le rapport y/x sera toujours le même : la dimension de la tête reste proportionnelle à la taille totale. Nous avons tracé cette relation sur le graphique de la figure 1.3 : pour x = 1 on a y = b, pour x = 2, y = 2b… On a ainsi une droite de pente b. Pour ces relations de proportionnalité, la pente n’est autre que le rapport entre y et x. Sur la droite, nous avons représenté deux segments, et noté leur longueur : b et 1. Leur rapport (b/1) indique la pente de la droite. Les pentes de la plupart les droites de cet ouvrage seront indiquées de cette manière.



Premiers exemples de similitude dans la nature

Il n’y a pas que dans les familles de matriochkas que les proportions sont conservées entre deux individus de taille différente. Un des exemples les plus connus fut suggéré par Léonard de Vinci vers 1492 dans son fameux dessin intitulé Étude des proportions du corps humain selon Vitruve et schématisé sur la figure 1.4. En effet, en inscrivant un homme dans un cercle et un carré, il a représenté les proportions du corps humain, suggérées comme étant les plus courantes chez l’homme adulte. Le texte accompagnant le dessin commence de la façon suivante : « Vitruve dit, dans son ouvrage sur l’architecture : la Nature a distribué les mesures du corps humain comme ceci », et suit l’énoncé d’une vingtaine de relations de similitude dans le corps humain. Il écrit par exemple que « la longueur des bras étendus d’un homme est égale à sa hauteur », c’est-à-dire, en notant x la taille de l’homme et y la longueur des bras étendus, y = x, soit une similitude y = bx avec un coefficient de proportionnalité égal à 1. Il écrit aussi que « depuis le bas du menton jusqu’au sommet de la tête, il y a un huitième de la hauteur d’un homme », énoncé que nous pouvons formaliser par y = (1/8)x, où y est la distance du menton au haut du crâne.

[image: Figure 1.4. Les proportions du corps humain, d’après Léonard de Vinci.]

Figure 1.4. Les proportions du corps humain, d’après Léonard de Vinci.


Léonard de Vinci, en citant et en illustrant Vitruve de cette manière, suppose que les hommes adultes sont semblables en moyenne. Cette notion de moyenne est importante : si deux adultes sont pris au hasard, personne ne s’attend à ce qu’ils soient exactement semblables. Prenons un individu petit et fort, et un autre grand et maigre ; ils ne sont absolument pas proportionnels l’un à l’autre. En revanche, ce que suggère ce texte de Léonard de Vinci, c’est qu’en prenant un grand nombre d’individus, il est possible de trouver de nombreuses relations de similitude entre eux.

Le chant et l’ouïe des animaux sont un autre exemple biologique de conservation des proportions. En effet, dans certains groupes de mammifères, la longueur des cordes vocales et le rayon des tympans, ces délicats petits tambours, sont proportionnels à la taille de l’animal, c’est-à-dire que plus l’animal est grand, plus ses cordes vocales et ses tympans sont grands. D’autre part, nous savons par expérience que le son d’un instrument de musique devient plus grave, c’est-à-dire que sa fréquence diminue, quand ses dimensions augmentent. Nous pouvons en conclure qu’un grand animal a une voix plus grave qu’un petit. Pour qu’il puisse entendre ses congénères, ses tympans devront aussi être adaptés à ces basses fréquences, ce qui l’empêchera sans doute d’entendre le son produit par des animaux plus petits. Enfin, nous savons que les sons de basses fréquences (graves) voyagent plus loin que les hautes fréquences (aiguës) : les premiers sons entendus à l’approche d’un concert sont toujours les basses. Prenons alors comme exemple les baleines, dont la majorité des espèces émettent des sons graves, autour de 15-20 hertz (Hz), trop graves pour être perçus par l’homme (dont le spectre audible s’étend généralement de 20 à 20 000 hertz), et qui peuvent voyager sur plus de 3 000 kilomètres. On voit ainsi que l’appareil de production sonore d’un animal, son appareil de réception et la distance parcourue par son chant semblent proportionnels à sa taille. Si des animaux d’une taille équivalente peuvent s’entendre, ils sont, en général, sourds aux espèces d’animaux de tailles très différentes. Il existe, par exemple, des appareils à ultrasons dont les fréquences sont absolument insoutenables pour les taupes, les souris et autres rats, mais qui sont complètement inaudibles pour l’homme. En analysant le son émis par un animal, il est donc possible d’avoir une idée de sa taille.



Loi de puissance et exposants

Nouveau soupçon de notions mathématiques : cet ouvrage est entièrement dédié aux lois d’échelle, qui sont ce qu’on appelle en mathématiques des lois de puissance, c’est-à-dire une relation entre deux quantités x et y qui peut s’écrire de la façon suivante :

y ∝ xk,

où k est une constante, dite exposant, ou puissance. Cette relation peut encore s’écrire y = bxk, où b est la constante de proportionnalité. Le cas simple, vu précédemment, où x est proportionnel à y, est donc une loi de puissance particulière, où l’exposant k vaut 1. La loi de puissance est la formulation mathématique la plus complexe que nous verrons dans cet ouvrage, mais elle est aussi l’outil indispensable à l’étude des lois d’échelle. Nous introduisons dans les deux encadrés qui suivent les règles utiles à leur maniement.

Règles de jonglage avec les exposants

Comme nous allons manier constamment des lois de puissance, nous devrons jongler avec les exposants ; quelques notions élémentaires s’imposent :

• Le carré de x, ou « x puissance 2 », s’écrit x2. Le cube de x, ou « x puissance 3 », s’écrit x3, etc.

• Une variable (x) élevée à une certaine puissance (a) peut être multipliée et divisée par la même variable élevée à une autre puissance (b), ou élevée à une nouvelle puissance (b), de la façon suivante :

xa × xb = xa + b

xa/xb = xa – b

(xa)b = xa×b.

On a par exemple :

x2 × x3 = x5, ou : (x2)3 = x6.

• Nous pouvons déduire de ce qui précède que

ya = xb

peut aussi bien s’écrire :

y = xb/aen élevant les deux termes de l’équation à la puissance 1/a. Par exemple, y2 = x3 devient x = y2/3. Notons que nous ne considérerons dans cet ouvrage que des variables x et y positives.





Exposants nuls et négatifs

Toute variable élevée à une puissance nulle est égale à 1 :

x0 = 1.

D’autre part, élever une variable (x) à une puissance négative (– a) est équivalent à diviser par la même variable élevée à la même puissance mais positive :

[image: Illustration]


Relation que l’on peut retrouver en mélangeant plusieurs des règles précédentes :

[image: Illustration]








De la taille à la masse pour des organismes semblables

Dans le domaine de la morphologie, il serait bien restrictif de ne s’intéresser à la dimension d’un individu que dans une seule direction. En effet, pour définir la forme d’un objet, il nous faut connaître sa taille dans les trois directions de l’espace. Nous allons ici nous interroger sur l’évolution de la surface et du volume de figures semblables, ce que D’Arcy Thompson appelait le « principe de similitude ».

Pour ce faire, commençons par le cas le plus simple d’un animal dont la taille est la même dans les trois dimensions de l’espace. Un hypothétique animal sphérique, comme représenté sur la figure 1.5, en est un bon exemple, et constitue aussi une approximation raisonnable pour de nombreux animaux, comme plusieurs espèces de poissons par exemple. Sa taille L est donc définie par le diamètre de son corps, unique longueur indépendante de la sphère. Son tour de taille est aussi une longueur, le périmètre du cercle pointillé, mais celle-ci n’est pas indépendante puisqu’elle est proportionnelle1 à L.

[image: Figure 1.5. Animal sphérique de taille L, de circonférence πL ∝ L, de section maximale S = (π/4) L2 ∝ L2, de surface extérieure πL2 ∝ L2 et de volume V = (π/6)L3 ∝ L3.]

Figure 1.5. Animal sphérique de taille L, de circonférence πL ∝ L, de section maximale S = (π/4) L2∝ L2, de surface extérieure πL2∝ L2 et de volume V = (π/6)L3∝ L3.


La plus grande section de cet animal est l’aire délimitée par le cercle pointillé, elle est proportionnelle au carré de sa taille : L2. Il en va de même de sa surface extérieure, c’est-à-dire la surface de sa peau, et encore de toutes les surfaces de cet animal : elles sont toutes proportionnelles au carré de la seule longueur disponible, L2. Le volume V de notre animal sphérique est quant à lui proportionnel à sa taille au cube : L3. Enfin, la masse M et le volume V seront toujours considérés comme proportionnels, les variations éventuelles de la masse volumique ρ seront négligées.

[image: Figure 1.6. Cylindre de longueur L = 2d, de section S = (π/4) d2 ∝ L2, et de volume V = (π/4)d2L ∝ L3.]

Figure 1.6. Cylindre de longueur L = 2d, de section S = (π/4) d2∝ L2, et de volume V = (π/4)d2L ∝ L3.


Ce qui est vrai pour la sphère le reste pour des objets plus complexes, tant que ceux-ci conservent leurs proportions. Prenons le cylindre de la figure 1.6 comme exemple ; il constitue une approximation raisonnable pour tous types d’animaux élancés, comme les serpents ou les anguilles.

Il a deux dimensions différentes, L et d, mais on peut toujours exprimer L en fonction de d ; nous avons pris ici L = 2d. Il n’a donc, comme la sphère, qu’une longueur indépendante, que nous pouvons indifféremment prendre égale à L ou à d. Son volume V, qui est proportionnel à L × d2, est donc aussi proportionnel à d3 ou à L3. Le cylindre peut changer de taille, cette relation de proportionnalité restera identique tant que ses proportions sont conservées, tant que sa forme est identique. Par conséquent, la surface et le volume de figures semblables augmentent toujours respectivement suivant le carré et le cube de leurs dimensions linéaires, quelles qu’elles soient. Résumons ces relations dans l’encadré suivant, qui servira de règles du jeu des transformations semblables pour toute la suite de l’ouvrage.

Règles de similitude

Quel que soit le changement de taille d’un objet, tant que les proportions sont conservées, toutes les surfaces et tous les volumes satisfont les relations suivantes :

S ∝ L2

V ∝ L3.

La masse étant proportionnelle au volume, elle satisfait la relation :

M ∝ L3.

Enfin nous pouvons utiliser ces relations fondamentales pour exprimer la taille en fonction de la masse ; en effet, la relation précédente élevée à la puissance 1/3 implique :

L ∝ M1/3

et comme S ∝ L2, on en déduit la relation entre surface et masse en élevant la relation précédente au carré :

S ∝ M2/3.





Ces relations élémentaires entraînent dans leur sillage une multitude de conséquences dont certaines revêtent une importance majeure. Nous en verrons plusieurs tout au long de la suite de ce chapitre, mais il revient à D’Arcy Thompson de commencer l’illustration de ces lois de similitude par un exemple éclairant parfaitement cette notion d’individus semblables (les remarques entre parenthèses ont été rajoutées) :

Gilbert White de Selborne [ornithologue du XVIIIe siècle] […] découvrant que l’échasse, un petit oiseau à longues pattes, pesait environ 120 grammes et avait des pattes de 20 centimètres de long, en conclut qu’un flamant rose, pesant un bon kilo et demi (15 fois plus), devait proportionnellement avoir des pattes de 3 mètres de long (15 fois plus !). Bien entendu il nous paraîtra évident que les poids de deux oiseaux étant dans le rapport de 1 à 15, les pattes, ou toute autre dimension linéaire, devront être dans le rapport des racines cubiques de ces deux nombres, c’est-à-dire environ de 1 à 2,5. Dans ce cas, les pattes du flamant rose devraient mesurer 50 centimètres, ce qui est assez proche de la réalité.



Ces deux oiseaux, présentés sur la photo de la figure 1.7, ne sont pas parfaitement semblables, notamment au niveau du cou, mais ils le sont suffisamment pour que la taille de leurs pattes satisfasse une règle de similitude et varie comme leur masse à la puissance 1/3.

[image: Figure 1.7. Une échasse et un flamant rose.]

Figure 1.7. Une échasse et un flamant rose.


Présentons maintenant une des conséquences les plus importantes de ce principe de similitude. Pour ce faire, revenons à notre famille de poupées russes, toutes semblables les unes aux autres. Considérons, pour simplifier, que la taille de la plus grande est deux fois celle de la plus petite. Sa surface extérieure est alors de fait 22 = 4 fois plus importante. Son volume et sa masse se voient eux augmenter d’un facteur 23 = 8 (on considère ici des matriochkas pleines). La grande matriochka est donc quasiment 10 fois plus lourde que la petite ! Cette augmentation rapide de la masse avec la taille est une clé essentielle pour aborder la morphologie des systèmes vivants. Une autre conséquence dont les implications sont absolument universelles vient du fait que le rapport d’une masse M à une surface S varie comme la taille de l’objet considéré : M/S ∝ L. Une première illustration de cette relation est cette capacité fascinante qu’ont les enfants à jouer et courir pieds nus sur des rochers, quand cela nous semble une véritable torture, à nous adultes. En effet, la douleur ressentie est liée à la pression qu’exerce le pied sur toutes les petites aspérités du rocher sous le pied. Une pression est une force divisée par une surface : P = F/S. Ici, la force qu’exerce le pied sur le rocher est proportionnelle au poids de l’individu, donc à sa masse : F ∝ M. La pression qu’exerce le pied sur le rocher est donc proportionnelle au rapport P ∝ M/S et, en supposant que la similitude entre un enfant et un adulte est à peu près respectée, on voit que cette pression est proportionnelle à la taille de l’individu. Autrement dit, plus on est grand, plus la pression sur le pied est grande, et plus ça fait mal !

De même, lorsqu’un fruit grossit, sa masse croît proportionnellement à sa taille au cube (M ∝ L3), mais la section de son pédoncule, proportionnelle à sa résistance mécanique, s’accroît selon le carré de sa taille (S ∝ L2), donc beaucoup moins vite. Si le fruit devient trop gros, le pédoncule n’a plus la résistance suffisante pour le supporter, et il se brise. Voilà pourquoi les gros fruits comme les melons et les potirons poussent au ras du sol. Le fait que la résistance mécanique soit proportionnelle à la section n’est pas propre au pédoncule, mais il se retrouve dans toutes les structures de nos bâtiments, comme les poutres et autres piliers.

Pour finir, citons une nouvelle fois D’Arcy Thompson, rendant à Galilée (1564-1642), physicien italien, la paternité de ces raisonnements :

C’est Galilée qui, voici plus de trois cents ans, avait établi le premier ce principe général de similitude ; et son exposé était d’une clarté remarquable, richement illustré d’exemples choisis aussi bien dans le monde vivant que dans celui des structures inanimées. Il affirmait ainsi que si nous nous avisions de construire des navires, des palais ou des temples d’une taille démesurée, les vergues, les poutres et les chevilles cesseraient d’assurer leur rôle ; la nature, elle non plus, ne peut faire pousser un arbre ou concevoir un animal qui dépasse une certaine taille, tout en conservant les proportions et les matériaux qui conviennent aux structures de petites tailles. L’objet céderait sous son propre poids…



Nous reviendrons sur ces limitations plus loin pour voir quelles solutions l’homme et la nature ont adoptées. Prenons maintenant le temps de découvrir un nouvel outil dont nous nous servirons tout au long de cet ouvrage.



Le logarithme, un chasseur d’exposant

Expérimentalement, pour observer si une relation entre deux variables, x et y, est une loi de puissance (y ∝ xk), et pour déterminer la valeur de l’exposant, le moyen le plus simple est d’utiliser un outil classique en mathématiques : le logarithme. Cette fonction, publiée pour la première fois en 1614 par John Neper, est née de la volonté des mathématiciens de simplifier les calculs de produits et de quotients, en les remplaçant par des additions et des soustractions. Bien qu’il en existe de plusieurs types, ici nous ne considérerons que le logarithme décimal, noté log. Cette fonction particulière vaut 0 en 1, 1 en 10, 2 en 100, 3 en 1 000, etc., et parmi un florilège de propriétés tout à fait remarquables, sa qualité la plus extraordinaire, celle pour laquelle elle a été créée, est de transformer un produit en somme :

log(a×b) = log(a) + log(b)

log(ak) = k log(a).

Pour effectuer le produit de deux nombres, il suffit alors de chercher leur logarithme dans des tables, de les additionner, et de rechercher l’inverse du logarithme du résultat. Les tables de logarithmes ont été d’un usage fréquent avant d’être remplacées par les calculatrices.

Pour cet ouvrage, cette propriété est essentielle car elle conduit à ce que notre loi de puissance :

y = xk,

se transforme en :

log(y) = k log(x).

Ainsi, une parabole se transforme en une droite, ce qui est une considérable simplification, illustrée sur la figure 1.8. Sur le graphique ordinaire de gauche, l’équation y = x est une ligne droite de pente 1, presque confondue avec l’axe des abscisses, et y = x2 est une courbe parabolique. À droite, les mêmes courbes ont été tracées sur un diagramme dit en log-log, où au lieu d’avoir un espacement constant entre chaque valeur sur les axes, on a un espacement constant entre les puissances de 10 : il y a autant d’espace entre 1 et 10 qu’entre 10 et 100, etc. Dans ce nouveau repère, la droite y = x de pente 1 reste une droite de pente 1, car y = x est équivalent à log(y) = log(x). En revanche, la courbe parabolique y = x2 devient une droite d’équation log(y) = 2 log(x), et donc de pente 2. Le logarithme permet ainsi de transformer n’importe quelle loi de puissance en une droite ! La puissance de la loi pourra alors être déterminée par simple mesure de la pente de la droite.

[image: Figure 1.8. La droite y = x et la parabole y = x2 tracées à gauche dans un graphique en coordonnées cartésiennes et à droite en coordonnées logarithmiques. Les pentes des droites dans le graphique log-log sont 2/1 = 2 pour y = x2 et 2/2 = 1 pour y = x.]

Figure 1.8. La droite y = x et la parabole y = x2 tracées à gauche dans un graphique en coordonnées cartésiennes et à droite en coordonnées logarithmiques. Les pentes des droites dans le graphique log-log sont 2/1 = 2 pour y = x2 et 2/2 = 1 pour y = x.


À l’inverse, si des valeurs expérimentales forment une droite dans un diagramme log-log, cela signifie qu’une loi de puissance, y ∝ xk, décrit correctement la relation entre x et y. Par exemple, si nous traçons la taille L de chaque membre d’une famille de poupées russes en fonction de leur masse M sur un diagramme log-log, nous verrons tous les points, qui correspondent à chaque membre de la famille, s’aligner le long d’une droite. Quelle en sera la pente ? Simplement l’exposant de la relation L ∝ Mk dans les règles de similitude, soit k = 1/3.

Une autre propriété fondamentale des tracés en log-log est qu’ils permettent de rassembler sur le même graphique un grand nombre de points s’étalant sur une large gamme. En effet, la partie comprise entre 1 et 10 ne se voit presque pas sur l’axe vertical de la courbe de gauche alors qu’elle prend un quart de l’axe sur la courbe en log-log. Autrement dit, le tracé log-log permet de voir ce qu’il se passe à grande échelle sans perdre l’information de ce qu’il se passe à petite échelle. Pour ce faire, l’écartement entre les grands nombres sera réduit et celui entre les petits nombres sera agrandi. Le logarithme est en fait une fonction très naturelle : c’est par exemple la fonction que nos tympans appliquent aux sons reçus, et grand bien nous en fasse. En effet, nous sommes capables de percevoir des sons extrêmement faibles, ayant une intensité sonore d’environ 10–12 W/m2 (watt par mètre carré), sans qu’un son 1 000 milliards de fois plus intense soit douloureux, la douleur n’apparaissant que pour une valeur d’environ 10 W/m2, soit un son 10 000 milliards de fois plus intense. Notre oreille peut ainsi s’accommoder de 13 ordres de grandeur en intensité sonore, ce qui est absolument gigantesque.



Taille, force et similitude

Un magnifique exemple de similitude entre individus d’une même espèce nous vient de l’haltérophilie. Pour le comprendre, faisons deux hypothèses : supposons que les haltérophiles sont semblables entre eux, et que la force maximale qu’ils développent est proportionnelle à la section de leurs muscles. Cela revient à supposer que plus un muscle est gros, plus il développe de force, un peu à la manière du pédoncule ou de la poutre dont nous avons vu que la résistance est proportionnelle à la section. La similitude entre athlètes impose l’utilisation des règles associées (voir encadré) : si L est la taille d’un homme, sa surface extérieure évoluera comme L2, ainsi que la section de son tronc, de chacun de ses membres et donc de chacun de ses muscles. De ces hypothèses nous pouvons conclure que la force maximale développée par les haltérophiles doit se comporter comme :

Force ∝ M2/3.

Autrement dit, la masse maximale qu’un haltérophile peut soulever devrait être proportionnelle à la masse de l’haltérophile à la puissance 2/3 : M2/3. Dans le contexte de ce sport, il est aisé de vérifier la validité de ces hypothèses. Il suffit pour cela de consulter les records du monde en fonction de la catégorie de poids2. Il se trouve qu’en 1972, les règles de ce sport ont changé : le mouvement dit « du développé » a été officiellement abandonné et seuls deux mouvements sont depuis lors évalués : l’arraché et l’épaulé-jeté. La somme du meilleur essai de chaque mouvement donne le total olympique. Dans la figure 1.9, on a tracé, en coordonnées logarithmiques, tous les records de masse totale soulevée en fonction de la catégorie de poids, entre 52 et 94 kilos, et ce depuis 1973. Chaque point correspond donc à un record du monde.

[image: Figure 1.9. Tracé en coordonnées logarithmiques (log-log) de l’intégralité des records du monde en haltérophilie olympique masculine (somme de la masse soulevée lors de l’arraché et de l’épaulé-jeté) en fonction de la catégorie de masse des athlètes, entre 52 et 94 kilos, sur les trois périodes depuis l’abandon officiel du mouvement dit du développé : 1973-1992, 1993-1997 et de 1997 à nos jours. La droite pointillée est celle qui ajuste le mieux tous les points, sa pente est de 0,65. Le point gris correspond au record du Turc N. Süleymanoglu.]

Figure 1.9. Tracé en coordonnées logarithmiques (log-log) de l’intégralité des records du monde en haltérophilie olympique masculine (somme de la masse soulevée lors de l’arraché et de l’épaulé-jeté) en fonction de la catégorie de masse des athlètes, entre 52 et 94 kilos, sur les trois périodes depuis l’abandon officiel du mouvement dit du développé : 1973-1992, 1993-1997 et de 1997 à nos jours. La droite pointillée est celle qui ajuste le mieux tous les points, sa pente est de 0,65. Le point gris correspond au record du Turc N. Süleymanoglu.


On voit d’abord, que malgré une faible dispersion, tous les points se regroupent le long d’une seule et même droite sur le graphique en log-log : on est donc bien en présence d’une loi de puissance. D’autre part, la mesure de la pente de cette droite donne 0,65, valeur très proche de 2/3. On peut donc en conclure que chez les champions d’haltérophilie, dans l’intervalle de poids considéré (52-94 kilos), la force développée par les muscles est proportionnelle à la masse du corps élevée à la puissance 2/3. Cela nous permet de valider a posteriori la validité de nos hypothèses : la force qu’un muscle peut produire est effectivement proportionnelle à sa section, et les champions d’haltérophilie, dans cette gamme de masse, sont suffisamment semblables pour que la section de leurs muscles croisse proportionnellement au carré de leur taille. La pertinence de les faire concourir par catégorie semble donc discutable ; pourquoi ne pas tous les faire concourir dans la même catégorie ? Celui qui serait le plus éloigné, au-dessus de la ligne pointillée représentant la loi d’échelle, serait alors le seul et unique champion ! Ici, c’est l’athlète turc Naim Süleymanoglu (60 kilos pour un total soulevé de 342,5 kilos), champion du monde en septembre 1988, qui est clairement le meilleur haltérophile mondial toutes catégories confondues, et ce depuis 1972.

Parmi des individus semblables les uns aux autres, la force varie donc comme la taille au carré ou la masse élevée d’une puissance 2/3. Un individu qui serait 2 fois plus grand que les autres serait donc 4 fois plus fort… mais pèserait 8 fois plus ! Il serait donc 2 fois moins fort, proportionnellement à sa masse. En somme, plus on est grand, moins on est fort, car soulever son propre poids coûte davantage. Pour formaliser cela mathématiquement, il suffit de diviser la force, proportionnelle à la taille au carré, par la masse, proportionnelle à la taille au cube ; il vient alors :

F/M ∝ 1/L.

C’est-à-dire que F/M et L varient en sens inverse ; lorsque la taille augmente, le rapport de la force sur la masse diminue d’autant, ce qui confirme ce que nous venons de voir : proportionnellement à sa masse, plus un animal est petit, plus il est fort. Nous sommes en droit de nous demander ce que nous serions alors capables de soulever si nous faisions la taille d’une fourmi. C’est facile à estimer. Prenons un homme de 10 kilos, c’est évidemment peu mais cela simplifie les calculs et nous donnera une bonne idée du résultat. Cet homme pèse grossièrement 1 million de fois plus qu’une fourmi (10 milligrammes) et n’est donc que 1 000 0002/3 = 10 000 fois plus fort. Relativement à sa masse, un homme de 10 kilos est 100 fois moins fort que s’il pesait 10 milligrammes. Si nous pouvons lever des objets de l’ordre de grandeur de notre masse, un homme de 10 milligrammes pourrait alors lever des objets pesant 100 fois sa masse, soit l’équivalent de 1 tonne à notre échelle. Même si une fourmi est assez loin d’être semblable à un homme, nous comprenons pourquoi les fourmis, et autres petits animaux, peuvent porter des objets qui semblent si lourds par rapport à leur poids. En fait, un humain de la taille d’une fourmi serait sans doute au moins aussi fort qu’elle. De l’autre côté de la gamme d’échelle, la baleine bleue est tellement massive qu’elle ne pourrait pas bouger sans l’aide de la poussée d’Archimède qui la soutient dans l’eau. Lorsqu’une baleine s’échoue sur le sable, elle est d’ailleurs généralement incapable de retourner dans l’eau.

Pour finir, on peut maintenant regarder d’un œil plus critique certains films où intervient un rapetissement des protagonistes. C’est ce qui arrive par exemple dans L’Homme qui rétrécit (1957), ou dans Chérie, j’ai rétréci les gosses, film culte du début des années 1990. Dans ces deux films, les personnages miniatures vivent les pires difficultés face à des insectes présentés comme beaucoup plus forts… Nous savons maintenant qu’un homme rapetissé serait probablement à son avantage dans un tel combat !



Taille et surface d’échange,
une similitude impossible

Pour vivre, notre corps a besoin de « carburant ». Celui-ci, sous différentes formes, est principalement délivré dans le sang par deux organes : les poumons et l’intestin. Les alvéoles pulmonaires permettent les échanges d’oxygène et de dioxyde de carbone entre l’air et le sang. La paroi intestinale permet, elle, le passage des nutriments provenant des aliments vers le sang. Dans les deux cas, le processus de transport se fait à travers la paroi de l’organe, et est donc proportionnel à la surface (S) de ces parois. Ainsi, en supposant valide le principe de similitude, le taux d’échange varie comme la taille au carré (L2), ou comme la masse à la puissance deux tiers (M2/3). Par conséquent, à l’instar de la force musculaire, les taux d’échange d’oxygène et de nutriments par unité de masse diminuent à mesure que la taille augmente. Mais cela pose un problème physiologique : la quantité de carburant dont un corps a besoin par jour est, elle, bien proportionnelle à sa masse ou, de manière équivalente, à son volume (V), chaque cellule de notre corps ayant besoin d’être alimentée dans le but d’assurer ses fonctions et de rester en vie.

Le problème est donc ici assez clair : un organisme se nourrit à un taux qui est proportionnel à la surface des organes livrant le combustible (S) et dépense son énergie à un taux proportionnel à son volume (V). Entre deux organismes semblables, ce rapport n’est pas constant. Comme il vaut l’inverse de la taille (1/L), il diminue avec la taille de l’organisme, promettant ainsi une mort certaine à tous les grands organismes qui verront leur corps consommer plus de carburant que ce qu’ils peuvent en absorber. La seule manière d’éviter cette fin tragique est de conserver un rapport à peu près constant entre la surface des organes en question et le volume du corps (S/V). Pour ce faire, il est nécessaire d’associer à une augmentation de taille un changement de forme des organes considérés. Une augmentation de leur longueur plus rapide que la taille de l’organisme est une solution envisageable. Ce qui est certain, c’est que les organes livrant le combustible d’animaux de taille très différente ne peuvent pas être semblables. Les poumons et les intestins des grands mammifères ont donc adopté une forme optimisant le rapport surface sur volume. Nous comprenons ainsi pourquoi, pour un être humain, l’intestin mesure 7 à 8 mètres, et pourquoi la surface de la muqueuse intestinale est de 300 à 400 mètres carrés (environ deux terrains de tennis), ce qui en fait la surface d’échange la plus grande du corps humain, devant le poumon, qui a une surface d’échange approchant tout de même les 80 mètres carrés (la taille d’un bel appartement de trois pièces).

Notons que la peau, qui a une surface bien plus faible, est aussi le lieu d’échanges entre notre corps et l’air ambiant. En effet, la chaleur que nous générons lorsque nous fournissons un effort ne peut s’échapper de notre corps qu’en passant par cette surface. Si l’on voulait conserver un rapport surface de peau sur masse à peu près constant, pour être sûr de ne pas surchauffer, il faudrait que la surface du corps des grands mammifères soit extrêmement « bosselée », « sinueuse » ou « pliée » comme peut l’être la surface d’une noix par exemple. Mais ici, la nature a été suffisamment clémente pour ne pas nous donner une forme si disgracieuse, et a trouvé un autre moyen pour que nous puissions courir sans nous mettre à bouillir. Nous verrons plus loin que cela a des répercussions fortes sur notre métabolisme.



Malgré tout, les hommes ne sont pas vraiment tous semblables !

L’indice de masse corporelle (IMC) permet d’estimer la corpulence d’une personne. Elle a comme principale utilité d’évaluer les risques liés au surpoids, et a notamment été choisie par l’Organisation mondiale de la santé comme standard pour les études liées à l’obésité. L’IMC a été proposé en 1870 par Adolphe Quetelet, mathématicien et statisticien belge. Il est défini comme le rapport de la masse à la taille au carré : M/L2.

En dépit de certaines réserves liées à son utilisation dans des cas individuels, il apparaît que cet indice est raisonnablement indépendant de la taille chez l’adulte, et est donc une mesure satisfaisante de la corpulence. Cela signifie qu’en moyenne la masse d’un adulte est plutôt proportionnelle à sa taille au carré plutôt qu’à sa taille au cube. Autrement dit, les hommes ne sont pas vraiment semblables entre eux ; ils ne conservent pas parfaitement leurs proportions et ne respectent donc pas complètement les règles de similitude. Les grands auront tendance à être proportionnellement plus fins et plus allongés que les plus petits. Attention, cela ne dit rien sur la composition du corps, et notamment sur le rapport entre la graisse et le muscle. Des sportifs comme Michael Jordan ou Serena Williams ont un IMC qui les placerait parmi les gens en surcharge pondérale… ce qui n’est évidemment pas le cas étant donné leurs résultats dans leurs sports respectifs.





Nous ne vivons pas dans un monde de matriochkas

Dans la section précédente, nous avons établi les règles de similitude, valables pour des individus semblables, et vu quelques exemples dans la nature où ces règles fonctionnent bien. Elles présentent aussi l’intérêt de donner une idée des conséquences possibles si elles sont respectées, ce qui permet de discuter de certains comportements observés dans la nature. Nous avons déjà vu des cas remettant en cause cette hypothèse de similitude. Dans cette section, nous allons voir d’autres exemples classiques de non-similitude, où les proportions ne peuvent être conservées, sous peine de gros tracas…

Papa, pourquoi j’ai une plus grosse tête que toi ?

Une silhouette de bébé ne se confond en aucune manière avec la silhouette d’un adulte, même si aucune échelle n’est précisée. C’est ce que nous observons sur les formes de corps humains présentées, de la petite enfance à l’âge adulte, sur la figure 1.10.

Nul besoin ici de préciser où est le bébé et où est l’adulte. Cela provient d’un changement drastique de proportions au cours de la croissance humaine, avec une réduction relative de la tête et un allongement des bras et des jambes. En effet, la taille de la tête d’un bébé compte pour 34 % de sa taille totale alors que pour un adulte elle ne compte plus que pour 13 %. Ainsi, à l’âge de 15-16 ans, nous avons des proportions et une forme globale très différentes de celles que nous avions à la naissance. Il est intéressant de remarquer que les jeunes mammifères ont globalement tous ces mêmes propriétés : tête relativement grosse et membres relativement courts. Nous n’apporterons pas d’explication à cette observation, mais nous proposons d’en décrire une conséquence intéressante.

[image: Figure 1.10. Ce diagramme montre la forme d’un corps humain à différents stades de son développement, tous présentés à la même taille (adapté de Journal of Heredity, vol. 12, p. 421).]

Figure 1.10. Ce diagramme montre la forme d’un corps humain à différents stades de son développement, tous présentés à la même taille (adapté de Journal of Heredity, vol. 12, p. 421).


Pour ce faire, écartons-nous un instant de ces considérations purement morphologiques pour nous intéresser à ce que ces proportions provoquent inconsciemment en nous. Parmi tous les articles à destination du grand public que Stephen Jay Gould (1941-2002), le célèbre paléontologue américain, a publiés dans la revue Natural History, un en particulier, datant de 1979, aborde ces questions en prenant comme ligne directrice l’évolution de Mickey Mouse sur cinquante ans. L’auteur note qu’en novembre 1928, pour sa première apparition publique dans l’épisode Steamboat Willie, Mickey n’est pas celui que nous connaissons, il est espiègle, farceur et même un brin cruel. Puis, à mesure que le temps passe et qu’il gagne en célébrité, la personnalité de Mickey s’adoucit. Mais ce que met en exergue Gould c’est que parallèlement à cet adoucissement du caractère s’opère une transformation physique : Mickey rajeunit sans que son âge « réel » soit a priori modifié. L’auteur suggère que personne, pas même les artistes de Disney eux-mêmes, n’a vraiment réalisé qu’il y avait une corrélation entre le tempérament plus candide et inoffensif de Mickey et son rajeunissement progressif. Ce qui est certain, c’est qu’au cours des décennies qui ont suivi la première apparition de Mickey, ses membres ont raccourci et sa tête a grossi par rapport à son corps, ses yeux ont grossi et son museau s’est raccourci (il est facile de voir sur Internet ce changement en faisant une recherche avec les mots clés « évolution Mickey »). Il a donc subi les changements de proportions inverses de ceux qui caractérisent le vieillissement de tous les mammifères.

Mais pourquoi faire subir cela à la souris la plus célèbre du monde ? Sans doute parce que Disney avait compris que les proportions des bébés mammifères déclenchent chez l’adulte humain une poussée naturelle d’affection et de tendresse, comme si nous étions programmés pour être émus par ces caractéristiques juvéniles, à tel point que cela dépasse les limites de notre propre espèce. Demandez-vous ce que vous ressentez à la vue de chiots ou de chatons pour vous en convaincre. En donnant ainsi à Mickey les proportions des bébés mammifères, Disney a suivi ces principes biologiques et a réussi, brillamment, à stimuler notre propension à avoir de l’affection pour ce qui est devenu, avec les années, l’icône de la Walt Disney Company.

Revenons à des considérations plus terre à terre. On a vu que Vitruve, en insérant l’homme dans un carré, a montré que la taille des bras d’un adulte était proportionnelle à sa taille totale. En nommant y la taille des bras et x la taille totale, Vitruve suggère une relation de similitude du type : y ∝ x. La figure 1.10 montre que cette relation ne peut pas être vraie au cours de la croissance, puisque les bras croissent un peu plus vite que la taille totale. Dans ce cas, la variable x doit être affublée d’un exposant, qui, étant donné nos observations, doit être plus grand que 1. En effet, pour cet exemple précis, les mesures montrent que la relation s’écrit : y ∝ x1,2. Pour une augmentation d’un facteur 2 de la taille, les bras, eux, croissent d’un facteur 21,2 ≈ 2,3. Ce type de loi de puissance rendant compte d’un phénomène de croissance différentielle est appelé « relation allométrique » en biologie. L’allométrie est plus généralement l’étude de la relation entre deux grandeurs qui n’évoluent pas de la même manière. Bien souvent, une de ces deux grandeurs est la taille ou la masse totale de l’individu considéré.



Les Brobdingnagiens sont condamnés à nager

Nous allons maintenant nous intéresser à une des limitations les plus importantes du concept de similitude. Considérons pour cela le deuxième voyage de Gulliver, lorsqu’il arrive à Brobdingnag. La situation est opposée à celle qu’il avait trouvée à Lilliput. Il découvre ici un monde semblable en tout point à celui qu’il connaît, sauf en ce qui concerne la taille : les végétaux, les animaux et les êtres humains sont agrandis d’un facteur 12, et ce en conservant toutes les proportions, comme cela est illustré sur le dessin tiré du livre de Swift paru pour la première fois en 1726 (figure 1.11).
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La similitude entre Européens et Brobdingnagiens est donc complète, exactement comme deux matriochkas de la même famille. Les os des Brobdingnagiens étant 12 fois plus grands que les nôtres, leur section est 122 = 144 fois plus grande, et leur masse est 123 = 1 728 fois plus grande que la nôtre. La masse moyenne M d’un homme étant environ de 80 kilos, celle d’un Brobdingnagien est d’environ 140 tonnes ! Pour comparaison, l’éléphant d’Afrique, le plus gros animal terrestre vivant de nos jours, ne dépasse pas les 10 tonnes.

Avec ces données, nous pouvons évaluer la pression s’appliquant sur le fémur d’un de ces géants. Lors de la marche, le poids porte sur une seule jambe et le fémur supporte donc seul le poids du corps. La pression subie est égale au poids (produit de sa masse M par la gravité g) divisé par la section S d’un fémur (P = Mg/S). Elle est donc proportionnelle au rapport M/S, c’est-à-dire à L. Elle est donc 12 fois plus importante que celle d’un homme normal ! Cette pression équivaut à celle qui s’exerce sur la jambe d’un homme portant une voiture sur ses épaules, à cloche-pied… Nous sommes en droit de nous demander si les os du Brobdingnagien sont capables de subir une telle pression sans se briser.

Pour apporter un élément de réponse, oublions un instant les géants de Brobdingnag et revenons dans le monde réel ; le graphique de la figure 1.12 présente la pression maximale exercée sur les os des pattes d’un animal, pendant une course ou un saut, en fonction de sa masse. Les animaux représentés vont de la souris, qui pèse une vingtaine de grammes, à l’éléphant dont la masse dépasse la tonne, soit environ un facteur 100 000 sur la masse ! Une telle gamme impose l’utilisation d’une échelle logarithmique pour l’axe horizontal.

On observe que la pression ressentie par les os de tous ces animaux, de la souris à l’éléphant, est toujours à peu près la même : elle varie d’un facteur 2 tout au plus, ce qui n’est rien en comparaison de la variation gigantesque en masse. Il est tout de même assez surprenant de penser que la pression ressentie par une patte de souris, de chèvre, de bison ou d’éléphant est quasiment la même ! Quoi qu’il en soit, ce résultat invalide violemment l’hypothèse de similitude selon laquelle la pression devrait augmenter proportionnellement à la taille.
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La zone hachurée de ce même graphique indique la pression maximale que peut supporter un os avant de casser. La première chose que nous remarquons, c’est que cette pression de rupture est constante, quel que soit le mammifère considéré. Cela signifie que chez tous ces animaux, les os sollicités lors de ces efforts violents ont approximativement tous la même résistance à la pression avant fracture. L’autre point notable, c’est que cette pression à laquelle un os se brise n’est pas si éloignée de la pression maximale exercée sur les os de ces mammifères lors d’un effort courant : seulement un facteur variant entre 2 et 4. Cette différence constitue une marge de sécurité assez faible ; pour la plupart des constructions humaines les ingénieurs imposent des marges bien supérieures, de 10 à 100 environ. C’est d’ailleurs pourquoi il n’est pas si rare de se casser une jambe. Nous en avons des exemples assez régulièrement autour de nous. Les amateurs de football se souviendront de l’horrible fracture tibia-péroné de l’attaquant français Djibril Cissé sur une action assez anodine, lors d’un match avec l’équipe de France contre la Chine, la veille du départ pour la Coupe du monde en Allemagne en 2006.

Reconsidérons maintenant l’hypothèse de similitude, et voyons à quoi elle mène. Pour ce faire, prenons un tamia, qui est une sorte de petit rongeur de la famille des écureuils, et faisons-le grossir tout en le forçant à conserver sa forme initiale : il reste donc similaire à lui-même ou autosimilaire. La pression qui s’exerce dans les os de ses pattes augmente proportionnellement à sa taille, c’est-à-dire comme la racine cubique de sa masse (M1/3) : elle suit donc la ligne courbe pointillée tracée sur le graphique. Par conséquent, lorsque ce tamia mutant atteint 100 fois sa masse de départ, soit environ 10 kilos, ce qui correspond à une augmentation de taille d’un facteur 5 environ (1001/3), la ligne croise la zone hachurée… Avec cette taille, notre rongeur géant ne pourrait faire le moindre pas sans se briser une patte ! Nous comprenons alors qu’il n’est pas possible d’avoir deux animaux semblables avec un rapport de taille supérieur à environ 5. Les Brobdingnagiens, qui sont 12 fois plus grands que les Européens, ne pourront donc même pas se dresser sur leurs jambes. Ils seront condamnés à ramper ou, plus probablement, à rejoindre au plus vite la vie marine, et ainsi retrouver le seul animal ayant un poids comparable : la baleine.

Mais si un Brobdingnagien s’effondre dès lors qu’il est debout, on peut se demander ce qu’il advient de toutes les créatures zoomorphes ou anthropomorphes géantes, chères au cinéma fantastique. King Kong, héros du film éponyme sorti en 1933, est probablement la plus célèbre d’entre elles. Il mesure 24 pieds (7,3 mètres) lorsqu’il est à New York (voir figure 1.13), soit 4 à 5 fois plus qu’un gorille moyen ; la pression sur ses os est donc aussi 4 à 5 fois supérieure à celle d’un gorille ordinaire, ce qui correspond environ à la pression maximale que peut encaisser un os avant de casser. Ce pauvre animal risque la fracture au moindre saut… Si Kong peut, peut-être, marcher calmement, Nancy Archer, l’héroïne de Attack of the Fifty Foot Woman (figure 1.13), a été agrandie d’un facteur 9 par un extraterrestre. Son premier pas sera donc aussi son dernier.
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On aura compris qu’une similitude avec un rapport de taille supérieur à 5 n’est a priori pas viable. Et cela est encore pire pour les animaux possédant un exosquelette, ce qui est le cas de beaucoup d’invertébrés, comme les insectes, les crustacés et les mollusques. Un squelette creux est pratique en cas d’attaque, mais une telle structure résiste encore plus mal aux contraintes qu’un squelette interne. Il est en effet plus aisé de faire plier une paille qu’un cylindre de même taille et de même matériau. Voilà pourquoi il n’existe pas de grands animaux avec un exosquelette. Il va sans dire que toutes les récurrences d’insectes géants au cinéma, et elles sont nombreuses, sont promises à une mort certaine faute de pouvoir se mouvoir sans s’effondrer. Voilà qui devrait nous permettre de rassurer nos enfants, tout en leur inculquant quelques notions passionnantes sur les similitudes.



Grossir, un moyen de grandir sans s’effondrer

Entre une souris qui mesure environ 10 centimètres et pèse 20 grammes et un éléphant d’environ 5 mètres et 2 tonnes, il y a un facteur 50 sur la taille et 100 000 sur la masse, ce qui satisfait les règles de la similitude puisque 50 élevé au cube fait bien environ 100 000. En revanche, nous avons compris que les os de leurs membres inférieurs ne peuvent pas être simplement proportionnels. Comment doit donc évoluer la forme de leurs os pour que la pression (M/S) soit constante ? Autrement dit, nous souhaiterions que la masse de l’animal soit proportionnelle à la section de ses os : M ∝ S. Cet objectif devient accessible si, tout en conservant une similitude sur les individus (M ∝ L3), et sur la longueur des os L, ce que nous avons grossièrement entre la souris et l’éléphant, nous libérons la section des os de cette contrainte. Appelons alors d le diamètre des os (voir figure 1.6), tel que la section est proportionnelle à d2, et laissons-le évoluer librement indépendamment de leur longueur L. La relation que nous souhaitons imposer, M ∝ S, s’écrit simplement L3∝ d2, ou encore :

L ∝ d2/3.

Cela représente donc un animal de taille caractéristique L, supporté par un squelette dont la longueur des os des membres inférieurs est proportionnelle à L, et dont le rayon est proportionnel à d. Les os ont ainsi une section S qui croît proportionnellement à la masse M de l’individu qu’ils soutiennent ; la pression qui s’exerce sur les os est bien toujours la même, quelle que soit la taille de l’animal. On a maintenant deux tailles caractéristiques indépendantes : d proportionnel aux diamètres de tous les os qui assurent le maintien du corps, et L proportionnelle à toutes les autres longueurs. Sur le graphique de la figure 1.14, la longueur d’un os de la patte de différentes espèces de bovidés est tracée en fonction de son diamètre, depuis une antilope naine de 3 kilos jusqu’à un buffle d’Afrique de 750 kilos. Le diagramme log-log montre que ces os s’alignent bien sur une droite, dont la pente est 2/3 comme cela est imposé par la relation précédente, pour laquelle la pression dans les os reste constante. Si les os étaient en tous points proportionnels les uns aux autres, quelle que soit leur taille, ils devraient suivre la relation de similitude tracée en pointillé, ce qui n’est pas le cas.

[image: Figure 1.14. L’humérus d’une série de bovidés, depuis un dik-dik de Kirk (antilope naine) de 3 kilos jusqu’à un buffle d’Afrique de 750 kilos. Les os suivent la relation L = 24,09d0,66, ou d = 0,0087L1,5, représentée par la droite noire. Pour comparaison, la droite L ∝ d a été ajoutée en pointillé (adapté de McMahon, 1975).]
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Les os doivent croître plus vite en épaisseur (d) qu’en longueur (L). Les os d’un gros animal auront donc une forme bien différente de ceux d’un animal léger. Si L est 12 fois plus grande, le diamètre doit augmenter lui d’un facteur 123/2 ≈ 40. Sous cette condition, les jambes des Brobdingnagiens pourraient résister à leur masse. Notons que, selon ces hypothèses, comme la section des os croît plus rapidement que la taille de l’individu, les os doivent prendre de plus en plus de place dans le corps. Cela semble avoir été vérifié par D’Arcy Thompson, qui remarque que la taille d’un vertébré terrestre a une incidence sur la masse relative de ses os. Il affirme en effet que les os constituent 8 % du corps d’une souris, 13-14 % d’un chien, et 17-18 % d’un humain. Il est en revanche extrêmement intéressant de remarquer combien sont similaires les proportions des squelettes d’un marsouin, petit cétacé d’environ 50 kilos, et d’une baleine de plus de 100 tonnes. Cela résulte du fait que ces deux cétacés n’ont que faire de l’action de la gravité, et n’ont donc pas besoin de s’extraire des règles de similitude fatales aux animaux terrestres.

Pour aller plus loin dans la compréhension de cette loi d’échelle, intéressons-nous au comportement d’un os unique. Pour se représenter la rupture d’un os de Brobdingnagien, trop fin pour supporter une masse trop importante, nous pouvons réaliser une expérience simple : prenons un spaghetti et appuyons à chaque extrémité, de plus en plus fort. Passé un certain seuil, le spaghetti adopte une forme courbée. Lorsqu’il a atteint ce stade, il ne reste plus beaucoup à appuyer pour le rompre. Toute structure allongée est soumise à ce phénomène, dit de flambage, qu’elle doit à tout prix éviter sous peine de s’effondrer. Si l’on imagine maintenant un spaghetti vertical dont on fait croître la longueur, il va grandir sans grossir, et nous avons tous une idée de ce qui va lui arriver : passé une certaine hauteur, il flambera sous son propre poids, comme la jambe d’un Brobdingnagien. La force qu’il faut dépasser pour qu’un cylindre flambe, appelée « seuil de flambage », Ff, a été trouvée en 1744 par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707-1883), elle prend la forme suivante :

Ff∝ Ed4/L2.

E est le « module de Young », du nom du physicien britannique Thomas Young (1773-1829). Ce module indique la rigidité d’un matériau ; plus il est élevé, plus le matériau est rigide et moins facilement il flambe. Notons aussi que le diamètre est au numérateur et la longueur est au dénominateur, ce qui signifie que plus un spaghetti est court ou épais, plus il est résistant au flambage.

Notre spaghetti en pleine croissance flambera donc sous son propre poids si ce dernier croît plus vite que la force de flambage seuil. En revanche, si les deux forces croissent de la même manière, autrement dit si leur rapport reste constant, notre spaghetti pourra grandir sans craindre l’effondrement. Le poids d’un cylindre est donné par le produit de trois termes : la gravité g, sa densité ρ et son volume, qui est proportionnel à Ld2. Par conséquent, conserver constant le rapport du poids du cylindre sur la force de flambage seuil impose la relation :

L ∝ (E/ρg)1/3 d2/3.

Si on fait l’hypothèse que tous les os sont faits du même matériau, ils ont le même rapport E/ρg, et cette relation, qui garantit une croissance sans risque de flambage de notre cylindre, est la même que celle qui permet de conserver une pression constante dans les os d’un animal : L ∝ d2/3.

Pour terminer, intéressons-nous aux cylindres en croissance les plus répandus autour de nous : les arbres. On peut commencer par se poser la question de la survie d’un arbre qui croîtrait en conservant sa forme. Nous savons maintenant que si tel était le cas, le diamètre resterait proportionnel à la longueur, et il n’y aurait alors qu’une seule longueur caractéristique : comme pour les os, la pression augmenterait avec la taille de l’arbre, jusqu’à sa rupture. La condition de flambage donnerait naturellement le même résultat, et à une certaine hauteur l’arbre se plierait et romprait.

En revanche, nous venons de voir un critère qui permet de croître verticalement sans se rompre sous son propre poids. Si ce critère est pertinent dans la croissance des arbres, alors cette loi d’échelle devrait jouer un rôle dans leur forme. C’est cette hypothèse qu’a voulu vérifier Fabian Brau, professeur à l’Université libre de Bruxelles, en traçant sur le graphique de la figure 1.15 la hauteur d’une multitude d’arbres en fonction de leur diamètre. 5 500 au total !… provenant de plusieurs centaines d’espèces d’arbres à travers le monde : Indonésie, Amazonie, Australie, Canada, États-Unis, et de différentes forêts tropicales (Colombie, Équateur, République démocratique du Congo, Inde, Thaïlande, Malaisie). Cette figure montre une immense variété d’arbres dont la hauteur varie de 1 mètre jusqu’à une centaine de mètres : de l’arbuste au gigantesque séquoia de Californie.
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Malgré cette formidable diversité, ce qui est fascinant est que ce large nuage de points, bien que dispersé, suit une tendance nette : il se positionne assez uniformément autour du trait continu de pente 2/3 tracé sur le graphique. Cette courbe remarquable délivre donc un message clair : malgré l’extraordinaire complexité liée à la sélection de la forme d’un arbre, la loi d’échelle ci-dessus compte comme un ingrédient essentiel ! En caricaturant largement le propos, cette courbe signifie que les arbres ont tous la même forme : leur hauteur est proportionnelle à leur diamètre élevé à la puissance 2/3.

L’universalité de cette courbe est frappante puisqu’elle rassemble tout type d’arbre, dans toutes les régions du monde. La simplicité de l’ingrédient explique cette universalité, mais aussi la grande dispersion des points, conduisant à un nuage assez large. Car, évidemment, les arbres ne sont pas de simples cylindres en croissance, certains ont même une forme bien éloignée d’un simple cylindre. En effet, la position dans une forêt, l’accès à la lumière, à l’eau ou l’exposition au vent sont autant de paramètres qui modifient la croissance d’un arbre, et donc sa forme. Parmi les exemples iconiques, on peut citer le cocotier qui cherche le soleil penché vers la mer, les arbres de forêt qui veulent atteindre la canopée et dont la majorité des feuilles sont au sommet, ou encore les arbres qui poussent dans des endroits très exposés au vent, comme en Terre de Feu, et qui grandissent penchés dans le sens du vent. Enfin, sur cette courbe, il existe de nombreuses essences différentes, donc chacune possède son propre module de Young E et sa propre densité ρ, deux paramètres caractéristiques de la structure interne de l’arbre qui apparaissent dans le coefficient de proportionnalité de la loi d’échelle. Ces paramètres structurels peuvent même être modifiés au sein d’une même espèce, en fonction des conditions de croissance que nous venons d’évoquer. Malgré tout, cette loi d’échelle représente bel et bien une contrainte universelle sur la forme des arbres.

Notons que cet ingrédient de résistance mécanique ne constitue absolument pas une limite de taille. Il suffit à l’arbre d’être plus large pour pousser plus haut. Néanmoins, il n’existe pas d’arbre dépassant de beaucoup la centaine de mètres, la taille maximale que peut atteindre un arbre se situant autour de 120-130 mètres. Le transport de liquide jusqu’au sommet de l’arbre semble être le facteur limitant essentiel.

[image: Figure 1.16. Dessin tiré des Dialogues sur les deux grands systèmes du monde de Galilée (1632).]
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Galilée fut probablement le premier à suggérer que, pour augmenter la taille d’une structure, il fallait sacrifier ses proportions, ou changer de matériau. Il avait notamment noté que les os des gros animaux devaient être plus larges proportionnellement à ceux des petits animaux. Il publia ce résultat en 1638 et l’illustra avec le croquis de la figure 1.16 qui montre qu’un os plus long devrait être relativement beaucoup plus large. Nous sommes alors maintenant en mesure de reprendre et d’achever la citation de D’Arcy Thompson, entamée lorsque nous introduisions le principe de similitude, et décrivant cette idée de Galilée :

Il affirmait ainsi que si nous nous avisions de construire des navires, des palais ou des temples d’une taille démesurée, les vergues, les poutres et les chevilles cesseraient d’assurer leur rôle ; la nature, elle non plus, ne peut faire pousser un arbre ou concevoir un animal qui dépasse une certaine taille, tout en conservant les proportions et les matériaux qui conviennent aux structures de petite taille. L’objet céderait sous son propre poids, sauf si l’on en modifiait les proportions relatives, ce que l’on ne peut faire à l’infini sous peine de rendre cet objet disgracieux, monstrueux ou inefficace, ou sauf encore si l’on découvrait de nouveaux matériaux, plus durs et plus résistants. Ces deux solutions ont été adoptées aussi bien par la nature que par les hommes dans leurs ouvrages d’art, et l’ère moderne du ciment et de l’acier nous a familiarisés avec des applications qui auraient certainement défié l’imagination de Galilée.



D’Arcy Thompson cite alors l’Empire State Building, haut de 380 mètres avec son mât, comme l’expression la plus récente de cette « architecture brobdingnagienne ». Il va sans dire que, depuis, les exemples se sont multipliés ; depuis 2010, la plus haute structure est Burj Khalifa, un gratte-ciel de 829 mètres situé à Dubaï, et sans aucun doute condamnée à laisser sa place rapidement. L’Empire State Building arrive aujourd’hui à la 34e place.

Pour conclure, revenons à nos os, dont, à la différence des ouvrages humains, le matériau est imposé. Les arguments liés à leur changement de forme expliquent de manière plutôt convaincante le résultat surprenant observé à la figure 1.12 : la pression maximale dans les os des pattes d’une souris et d’un éléphant est la même, malgré la forte différence de masse. Cet élargissement des os fut d’ailleurs l’explication la mieux admise jusqu’au milieu des années 1980. Malheureusement, cette explication est un peu trop simpliste et ne rend pas compte de toute la complexité du problème. En effet, si elle semble bien vérifiée pour le groupe des bovidés, comme nous l’avons vu sur le graphique de la figure 1.14, c’est beaucoup moins clair pour les carnivores, par exemple. Pour ces derniers, la loi d’échelle L ∝ d2/3 n’est plus exactement respectée et la pression lors des courses reste néanmoins constante, pour des individus de taille différente, principalement grâce à un jeu subtil d’adaptation de la posture des membres en course. Plus un animal est grand et moins il aura tendance à courir avec ses membres fléchis, ce qui lui permettra de réduire l’augmentation de la pression due à sa masse. Nous touchons ici du doigt une limite des lois d’échelle, qui sont d’une terrible efficacité pour expliquer les mécanismes prépondérants, mais deviennent souvent inefficaces lorsqu’il s’agit de rendre compte de phénomènes plus subtils. Dans cet ouvrage, nous avons cette volonté pédagogique de capturer l’essence de la physique d’un problème grâce à des arguments simples, et nous laisserons le soin au lecteur d’approfondir le sujet par la lecture de livres et d’articles plus spécialisés, dont quelques exemples sont donnés en référence.





Quelques autres conséquences de la taille

La vie est sans doute le système le plus complexe de l’univers. Les organismes vivants sont d’une extraordinaire diversité, de la bactérie qui peut peser moins de 10–15 kilo (un millionième d’un minuscule grain de sable) et dont beaucoup ne vivent pas plus d’une heure, à la baleine bleue qui pèse 105 kilos (100 tonnes) et peut vivre plus d’un siècle. Malgré cet immense spectre, la question que nous allons aborder ici, et qui rejoint les préoccupations premières de D’Arcy Thompson, est de savoir s’il existe des lois universelles de la vie qui peuvent être formalisées mathématiquement. Nous allons voir comment des caractéristiques quantitatives d’un organisme, ou d’un système d’organismes, varient avec la taille de l’organisme. À la différence de la section précédente où les conséquences d’un changement de taille étaient assez directes, nous verrons que la masse d’un organisme affecte des aspects bien plus complexes de son fonctionnement, mais peut, malgré tout, conserver ce caractère universel commun aux lois d’échelle. Nous allons ainsi aborder des questions aussi fondamentales que la consommation de nourriture des organismes vivants, le vieillissement de leurs cellules, leur durée de vie, et nous finirons par la densité d’individus de leurs communautés respectives.

Taille, métabolisme et durée de vie

Le premier élément à aborder est la notion de métabolisme, qui joue un rôle central dans la vie. Grâce à l’action couplée de l’oxygène que nous respirons et des nutriments que nous consommons, notre organisme produit l’énergie dont il a besoin. Chaque aliment peut être défini par la quantité d’énergie qu’il apporte à notre organisme ; la kilocalorie en est l’unité de mesure, elle vaut approximativement 4 200 joules. Pour qu’un être humain reste en vie, il a besoin d’environ 2 000 kilocalories par jour, ce qui est identique à 100 joules par seconde, ou 100 watts. Le watt (W) est, en effet, l’unité de la puissance, autrement dit de consommation, ou de production, d’énergie par unité de temps ; il correspond à 1 joule par seconde.

Tous les processus chimiques qui se déroulent au sein d’un être vivant, qui lui permettent d’extraire l’énergie des nutriments et de synthétiser les constituants nécessaires au bon fonctionnement de ses cellules, sont rassemblés sous le terme de métabolisme. Dans la suite nous parlerons même plus précisément de métabolisme de base, c’est-à-dire de la dépense d’énergie minimale quotidienne permettant à un organisme au repos de survivre. Il comprend notamment le fonctionnement du cœur, la respiration, le maintien de la température du corps, le développement cellulaire, et représente environ 60 à 75 % de la dépense énergétique quotidienne. Pour résumer, un organisme est semblable à un moteur : il consomme du carburant sous forme de nourriture et transforme cette énergie pour fonctionner. Le métabolisme correspond à cette consommation et à cette production d’énergie, qui est ensuite utilisée par le corps. Une partie de cette énergie est aussi transformée en chaleur, qu’il faudra alors évacuer de l’organisme par la surface du corps, la peau, sous peine d’accumulation de chaleur dans le corps.

Revenons sur la consommation d’énergie d’un être humain : 100 watts, c’est la consommation d’énergie d’une simple ampoule ! Tous les processus biologiques qui nous permettent de vivre (battements du cœur, respiration, etc.) ne consomment pas plus qu’une ampoule ; c’est dire si les organismes vivants sont efficaces. En effet, cette consommation d’énergie n’est rien comparée à celle qu’il nous faut pour nous loger, nous éclairer, nous chauffer, nous déplacer… En 2013, la puissance nécessaire pour faire vivre un Français était d’environ 5 000 watts ! Si nous rajoutons à cela l’augmentation phénoménale de la population mondiale, nul besoin d’insister sur la crise énergétique et alimentaire qui s’annonce.

Un être humain consomme 100 watts ; qu’en est-il des autres êtres vivants ? Tout d’abord, malgré des aspects, des structures et des tailles divers, les formes de vie observées sur Terre ont des points communs, l’un d’entre eux étant leur organisation cellulaire. C’est au sein de ces cellules qu’ont lieu la plupart des réactions qui prennent part au métabolisme. Faisons l’hypothèse que toutes les cellules de tous les êtres vivants consomment la même quantité d’énergie : la consommation totale d’énergie d’un corps est alors proportionnelle à la quantité totale de cellules dans tout le corps, et donc à sa masse totale.

On suppose ainsi une relation linéaire entre le métabolisme de base, que nous noterons B, et la masse M. Mais comme cette transformation d’énergie engendre une production de chaleur, le métabolisme est aussi proportionnel à cette production de chaleur. Par conséquent, nous supposons de cette manière qu’un corps de taille L produit de la chaleur proportionnellement à son volume (L3), alors qu’il ne peut l’évacuer que proportionnellement à sa surface (L2). Autrement dit, on suppose ainsi que le rapport gain sur perte de chaleur est d’autant plus grand que la taille de l’organisme est grande. Cela n’est pas sans conséquences. Prenons par exemple le coyote du dessin animé de Chuck Jones, dont la masse est d’environ 20 kilos, et son éternel compagnon de jeu, l’oiseau roadrunner Bip Bip, dont la masse est à peu près 100 fois plus faible (200 grammes). Dans ce cas, et pour ne pas déroger à leurs habitudes de vie commune, le coyote ne pourra vivre bien longtemps sans rentrer dans une sorte d’horrible combustion spontanée. En effet, en prenant un coyote 4,6 fois plus grand qu’un Bip Bip (ce qui est assez proche de la réalité), et qui conserve les mêmes proportions, sa masse et donc son métabolisme seraient 4,63 ≈ 100 fois plus importants, alors que sa peau ne serait que 4,62 ≈ 21 fois plus grande. Impossible donc pour lui d’évacuer la chaleur produite par son chauffage central biologique. Fort de cette constatation, en 1883, le physiologiste allemand Max Rubner (1854-1932) propose que le métabolisme de base des oiseaux et des mammifères, qui maintiennent leur corps à une température constante, doit nécessairement être proportionnel à la surface de leur corps, autrement dit à leur masse à la puissance deux tiers (M2/3). En effet, le rapport gain sur perte de chaleur devient alors constant. Dans ce cas, le métabolisme du coyote ne serait donc pas 100 fois plus grand que celui du Bip Bip, mais 100 élevé à la puissance 2/3, c’est-à-dire approximativement 21 fois plus grand, tout comme sa surface. Il pourrait alors évacuer la chaleur produite par son métabolisme.
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Pendant donc près de cinquante ans, ce problème du métabolisme chez les êtres vivants n’évolua guère, jusqu’à ce que le biologiste suisse Max Kleiber (1893-1976), au début des années 1930, publie des mesures sur le métabolisme de différents types d’oiseaux et de mammifères, qu’il regroupa sur un même graphique, semblable à celui de la figure 1.17. Il montra que la relation entre leur métabolisme (B) et leur masse (M) est beaucoup mieux décrite par la relation :

B ∝ M3/4.

Cela met en lumière un comportement beaucoup plus complexe que celui invoqué par Rubner. Cette loi, qui porte maintenant le nom de loi de Kleiber, montre que le métabolisme du coyote n’est pas 21 fois celui du Bip Bip, mais 31 fois (1003/4), dépassant donc légèrement la valeur donnée par la loi construite sur un critère purement géométrique de rapport volume sur surface constant. Dans les années qui suivirent, de nombreuses autres études ont confirmé cette courbe, et l’ont même étendue à tout le spectre des mammifères, de la musaraigne pygmée (10–3 kilo), plus petit mammifère vivant, à la baleine bleue (105 kilos soit 100 tonnes), le plus gros animal ayant jamais vécu sur Terre, couvrant ainsi plus de huit ordres de grandeur en masse. Puis la même loi fut trouvée pour tous les groupes multicellulaires : les poissons, les oiseaux, les insectes, les crustacés, les plantes et même les bactéries (7.10–16 kilo pour Escherichia coli) et autres organismes unicellulaires. En tout, cette loi est valable sur plus de 25 ordres de grandeur : c’est sans doute la loi d’échelle la plus universelle de tout l’Univers !

Il est fascinant qu’un processus physico-chimique aussi complexe que le métabolisme d’un organisme, faisant intervenir tout un ensemble de réactions chimiques, puisse exhiber une telle régularité chez tous les organismes vivants, et puisse ainsi s’exprimer avec une loi aussi simple que celle-ci. Cela suggère qu’elle doit être sous-tendue par un mécanisme tout aussi universel, que nous évoquerons ultérieurement3. Cette tendance générale valable pour tous les êtres vivants illustre parfaitement la notion de loi d’échelle : universelle, simple et profonde.

Entrons un peu dans les détails de cette loi. Le métabolisme correspondant au taux d’énergie dont un organisme a besoin pour rester en vie, la courbe peut donc s’interpréter comme le taux de nourriture que doit consommer un animal en fonction de sa masse pour subvenir à ses besoins élémentaires. Nous retrouvons d’ailleurs l’homme et la femme qui doivent consommer environ 100 watts, soit 2 000 kilocalories par jour. D’autre part, la loi de Kleiber fait intervenir une puissance de la masse inférieure à 1 (M3/4), ce qui signifie qu’un doublement de la masse d’un animal entraîne une augmentation de sa consommation de nourriture inférieure à 2 : il gagne donc en efficacité. Prenons maintenant un exemple cité dans l’excellent ouvrage de Geoffrey West, Scale, qui détaille ces comportements. Un éléphant est environ 10 000 fois plus lourd qu’un rat, il a donc 10 000 fois plus de cellules à entretenir, alors que son métabolisme (B) n’est que 1 000 fois plus grand. C’est une formidable économie d’énergie ! Cette économie, valable dès qu’on augmente la taille d’un organisme, est souvent appelée économie d’échelle. Une cellule d’éléphant fonctionne donc à un taux qui est un dixième de celui d’une cellule de rat ! L’évolution semble avoir ainsi trouvé un moyen d’optimiser la consommation d’énergie, de sorte que plus un animal est gros, plus il est efficace, et moins il a besoin d’énergie pour faire vivre 1 kilo de cellules. On peut mettre cela en évidence en écrivant la quantité d’énergie consommée dans 1 kilo d’un organisme quelconque, c’est-à-dire le métabolisme (B) divisé par la masse (M) de l’organisme considéré :

B/M ∝ M–1/4.

Il apparaît clairement, via la puissance négative, que plus un animal a de cellules, plus son métabolisme est efficace, et moins il consomme d’énergie par cellule. Son métabolisme à l’échelle d’une cellule est donc plus lent. C’est une propriété étonnante, qui a des conséquences profondes.

Nous avons évoqué plus haut que le rapport entre la production de chaleur par l’organisme, proportionnelle au métabolisme, et son évacuation par la peau n’est pas constant chez les mammifères : plus un animal est grand, plus il a tendance à produire de la chaleur qu’il ne pourra évacuer, donc plus il chauffe ; à l’inverse, plus un animal est petit et plus il a tendance à se refroidir. Or nous savons que leur température ne varie pas ! Un petit animal, qui a naturellement un métabolisme de base plus intense, relativement à sa masse, doit donc trouver des moyens de l’entretenir constamment pour contrecarrer les pertes par sa surface, et un gros animal, qui a un métabolisme de base naturellement plus lent, doit évacuer efficacement sa chaleur et ne pas trop s’agiter sous peine de surchauffe. Pour tenter de résoudre ce problème, les éléphants ont développé des oreilles immenses de manière à augmenter leur surface d’échange et à dissiper plus de chaleur. Au-delà de ces astuces morphologiques, la circulation sanguine contribue à transférer la chaleur vers l’extérieur. Ainsi, lorsqu’une baleine est tuée, sa circulation sanguine cesse brusquement, la chaleur qui ne peut plus être évacuée s’accumule dans le corps, et fait cuire sa chair. Il semblerait d’ailleurs que les chasseurs de baleine apprécient particulièrement cette méthode de cuisson naturelle…

Pour entretenir leur métabolisme et conserver une température corporelle constante, les petits animaux à sang chaud doivent manger constamment. En effet, si une souris, qui mange quotidiennement l’équivalent de la moitié de son poids, ne trouve pas de nourriture pendant plusieurs heures, elle risque fort de mourir de faim. On comprend alors qu’il doit exister une taille en deçà de laquelle l’équilibre thermique devient impossible à assurer. Cette limite est atteinte par la musaraigne pygmée, qui a un poids moyen de 3 à 4 grammes et un des plus forts taux métaboliques de tous les animaux : elle doit s’alimenter en permanence, de jour comme de nuit. Les gros animaux, eux, mangent moins et restent plus calmes pour ne pas dépenser trop d’énergie. Un humain, qui consomme chaque jour 1/50 de son poids en nourriture, peut survivre à une grève de la faim pendant plusieurs semaines. Il est probable qu’un éléphant puisse survivre à une telle grève pendant encore plus longtemps, mais ici les observations manquent, le jeûne de protestation étant toujours peu répandu chez les mammifères non humains.
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Cette différence de métabolisme entre les petits et les grands animaux explique aussi la grande différence d’activité biologique de leur organisme. Pour s’en convaincre, il suffit d’observer l’activité du cœur d’animaux de taille différente. La figure 1.18(a) présente la fréquence cardiaque de plusieurs mammifères en fonction de leur masse. Comme attendu, l’activité cardiaque diminue avec la masse, mais ce qui est nettement plus surprenant est que, une fois de plus, les points s’alignent le long d’une droite, qui se trouve avoir une pente très proche de – 1/4. C’est assez inouï de retrouver une variable vitale comme la fréquence cardiaque suivre une nouvelle loi d’échelle. Mais la surprise ne s’arrête pas là : selon G. West, il existerait plus d’une cinquantaine de lois d’échelle de ce type reliant une quantité physiologique à la masse (taille des aortes, taille du cerveau, densité de mitochondries, longueur des génomes…), toutes exhibant un exposant très proche d’un simple multiple de 1/4 ! Évidemment, il serait vraiment cruel de la part de dame Nature que l’omniprésence de ces lois d’échelle particulières ne soit que pure coïncidence.

Un petit animal dont le métabolisme est plus intense a une fréquence cardiaque plus élevée, et ses mouvements sont plus rapides que ceux des gros animaux. Le taux métabolique est en fait le taux fondamental de la biologie : il établit le rythme de la vie… et détermine sa fin. Car cette différence d’activité a aussi une conséquence directe sur la longévité des animaux. En effet, nous avons vu que le métabolisme des cellules diminue son intensité à mesure que la taille des organismes augmente, en suivant une loi de puissance – 1/4 (B/M ∝ M–1/4). Les cellules travaillent donc d’autant moins intensément que les animaux sont gros, elles se fatiguent d’autant moins vite et durent d’autant plus longtemps. On s’attend donc à ce que la durée de vie des cellules d’un organisme, et donc de l’organisme lui-même, augmente dans les mêmes proportions que le métabolisme cellulaire diminue, c’est-à-dire en suivant une loi d’échelle en M1/4. Et, comme le nombre de battements de cœur par jour suit une loi d’échelle en M–1/4, le nombre total de battements de cœur, sur toute la durée de la vie, doit être approximativement le même pour tous les mammifères, quelle que soit leur taille (M1/4–1/4 = M0), c’est bien ce que nous observons sur la figure 1.18(b) ! N’est-il pas étonnant que tous les mammifères, de ceux qui ne vivent que quelques années à la baleine qui peut vivre plus d’un siècle, aient le même nombre de pulsations cardiaques ? Tout se passe comme si tous les mammifères naissaient avec un contingent de 1,5 milliard de battements de cœur et ensuite la fréquence cardiaque fixait la durée de la vie. La musaraigne, qui a une fréquence d’environ 1 500 battements par minute, vit donc 50 fois moins longtemps que l’éléphant, dont la fréquence n’est que de 30 battements par minute. Le seul intrus dans cette surprenante invariance c’est nous, qui voyons notre cœur battre environ 2,5 milliards de fois, presque le double de ce qu’il devrait. Mais cette longévité est récente, et date de l’avènement de la médecine actuelle. Sur le reste du règne de l’homme moderne, les quelque 300 000 ans qui nous séparent de l’apparition d’Homo sapiens, l’homme vivait jusqu’à 30-40 ans, respectant l’invariant de la figure 1.18(b).

Finalement, la masse d’un mammifère détermine le taux auquel son énergie est métabolisée, elle conditionne son rythme biologique, et notamment sa fréquence cardiaque, l’allure à laquelle ses cellules sont endommagées, et impose sa durée de vie. Un gros animal vit plus lentement et plus longtemps qu’un petit. On peut dès lors imaginer que chaque animal, dans son propre repère temporel, a l’impression de vivre la même durée de vie… C’est une idée agréable, mais bien insatisfaisante pour quiconque veut réellement accroître sa durée de vie. Sur la base de ce que nous venons de voir, nous savons que pour diminuer son vieillissement il faut ralentir son métabolisme, autrement dit ralentir son absorption de calories. Est-ce que cela signifie que pour vivre plus vieux il faut manger moins ? C’est effectivement une théorie qui fait de nombreux adeptes, mais qui n’a jamais été prouvée sur l’homme. Et quand bien même les bénéfices de la restriction calorique chez l’humain seraient avérés, a-t-on vraiment envie de vivre jusqu’à 120 ans en mangeant moins de 1 500 calories par jour toute notre vie ?

Au cours de cette découverte des lois d’échelle de la vie, nous avons mis en évidence que de nombreuses caractéristiques physiologiques, parmi les plus complexes et fondamentales d’un organisme, sont reliées à la masse en suivant une loi de puissance, exhibant un exposant qui s’approche d’un multiple de 1/4. Cette omniprésence est troublante. Pour l’appréhender, il faut commencer par comprendre la loi de Kleiber, dont l’universalité fascine les scientifiques depuis plus de quatre-vingts ans. Il y a d’ailleurs toute une littérature sur la pertinence de l’exposant 3/4, sur les variations autour de cette valeur et sur les théories qui se cachent derrière cet exposant. La question principale est donc de comprendre comment la nature a pu faire pour optimiser ainsi l’efficacité des organismes à mesure que leur taille augmentait dans l’évolution. Aucune théorie n’a encore été unanimement acceptée, mais depuis la sortie d’un article des Américains Geoffrey West, James Brown et Brian Enquist dans la revue Science en 1997, qui est devenu aussi influent que controversé, les biologistes échafaudent un modèle qui semble être de plus en plus crédible.

Il repose sur la manière dont les ressources sont distribuées dans le corps. En effet, chez les animaux l’oxygène ou les nutriments sont convoyés aux cellules de l’organisme via le système cardio-vasculaire qui est un réseau de vaisseaux sanguins. Le modèle suppose que des années d’évolution ont façonné ces réseaux pour qu’ils adoptent une structure fractale qui leur permet d’optimiser l’alimentation de chaque point du corps, et ainsi de livrer les ressources à toutes les cellules de l’organisme, avec une efficacité d’autant meilleure que l’organisme est grand. Le cœur permet alors d’adapter la vitesse de transport des ressources pour conserver cette efficacité, typiquement avec une vitesse du sang augmentant avec la taille des organismes. Toutes ces idées formalisées mathématiquement permettent de retrouver la loi de Kleiber, et de nombreuses autres lois d’échelle avec des exposants multiples de 1/4. En conclusion, cette théorie suppose que ce sont les propriétés mathématiques, géométriques et physiques des systèmes de réseaux qui expliquent comment la taille du corps affecte le transport des ressources, et donc le métabolisme, rendant ainsi les organismes d’autant plus efficaces qu’ils sont grands.

Cette notion n’est d’ailleurs pas limitée aux organismes biologiques : une ville peut aussi être vue comme un organisme composé de réseaux, avec une similitude dans l’infrastructure entre boulevard et artère, rue et artériole, ruelle et capillaire. Les indicateurs du métabolisme urbain que peuvent être les stations-service ou la surface des routes montrent que, lorsqu’une ville double en taille, elle requiert une augmentation en ressources proportionnellement plus faible. Vivre dans un endroit densément peuplé permet d’être plus productif et d’économiser de l’énergie. C’est une évidence à l’échelle de l’individu : moins de chauffage, moins de déplacements, des transports en commun plus développés. Comme les mammifères, les villes deviennent plus efficaces lorsqu’elles sont plus grandes et, si étonnant que cela puisse paraître, le grossissement des villes semble donc être une bonne chose d’un point de vue écologique4.



Taille et densité de population :
plus on est gros, plus on a besoin de place

Pour finir ce chapitre, nous allons maintenant observer un ensemble d’individus constituant une population. L’objectif est de voir comment la densité de population varie avec la taille des individus qui la peuplent. C’est un sujet qui a nourri de très nombreuses études ; nous donnerons ici les lois les plus connues et les explications les plus simples, en commençant par les populations de végétaux.

Considérons le cas d’une forêt qui naît, ou renaît après un incendie, par exemple, c’est-à-dire une forêt où tous les arbres ont le même âge. Elle est d’abord densément peuplée de jeunes pousses puis, avec la maturation, on observe une sélection naturelle qui consiste à sacrifier des individus pour favoriser la croissance des autres. Ainsi, à mesure que la forêt pousse, le nombre d’arbres se réduit et seulement quelques gros arbres survivent à ce processus. Ce mode de sélection naturelle, appelé « autoéclaircissage », tient à ce que lorsque les arbres poussent, ils ont besoin de plus en plus de ressources, de plus en plus de place pour que les feuilles puissent capter les rayons du soleil et synthétiser de la matière organique par photosynthèse, et de plus en plus de place pour leurs racines. Se joue alors une lutte sans merci avec les plus proches voisins, dont peu sortiront vivants. Nous avons ici considéré une population d’arbres ayant tous le même âge, mais le même type de processus existe dans toutes les communautés denses de végétaux, dès lors qu’ils luttent pour les mêmes ressources. Ce processus est un des concepts les plus importants en écologie des forêts et, à ce titre, il a été intensivement étudié. Mais étant donné la difficulté des mesures, deux lois d’échelle différentes coexistent toujours, chacune reposant sur une idée fondamentalement différente.

La plus ancienne, et donc la plus documentée, fut d’abord popularisée par le Japonais K. Yoda et ses collaborateurs en 1963, si bien que certains l’appellent loi de Yoda. Elle est représentée sur la figure 1.19 où la masse sèche moyenne d’une plante survivante (M) est tracée en fonction de la densité maximale du plant considéré (N).
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Le graphique comprend 29 espèces de plantes différentes. On observe que, effectivement, plus une plante est lourde, donc grande, moins son plant est dense, ce qui n’a, a priori, rien d’étonnant : une forêt de chênes n’aura jamais la densité d’un gazon anglais. En revanche, ce qui est plus étonnant, c’est que tous les points s’alignent le long d’une seule et même droite, de pente proche de – 3/2 dans le graphique log-log, si bien que la loi d’autoéclaircissage peut s’écrire M ∝ N–3/2, ou bien dans une forme plus classique pour nous, en fonction de la masse :

N ∝ M–2/3.

Elle a depuis été élargie à de multiples espèces allant de minuscules algues jusqu’aux plus grands arbres, c’est-à-dire sur une dizaine d’ordres de grandeur en masse. Il est, une fois de plus, extraordinaire de constater qu’un processus si compliqué que celui de la mortalité des plantes, due à la compétition pour les ressources, puisse se résumer d’une manière si simple, et s’appliquer à tout le monde végétal actuel.

Comme l’exposant est un multiple de 1/3, les premières théories ont penché pour une explication d’ordre géométrique, naturellement liée aux règles de similitude. Elles sont vérifiées si les plantes sont géométriquement semblables, ce qui revient à supposer que les arbres sont inclus dans un volume de hauteur H et de dimension transverse typique D, avec H proportionnelle à D (voir schéma de la figure 1.19). Dans ce cas, la surface occupée au sol par ses racines, ou au sommet par son feuillage, est proportionnelle au carré de sa dimension transverse D2, elle-même proportionnelle à la masse de la plante élevée à la puissance 2/3 : M2/3. Cette surface étant supposée être celle où se fait la récolte des ressources, au sol par les racines ou au sommet par les feuilles, elle ne peut pas empiéter sur la surface de la voisine, sans quoi la lutte pour les ressources commencera et l’une des deux mourra. Par conséquent, la densité maximale de survivants (N) est atteinte lorsque tous les volumes contenant les arbres sont collés les uns aux autres comme c’est le cas sur le schéma de la figure 1.19. N doit alors être inversement proportionnelle à la surface moyenne occupée, ce qui impose N ∝ M–2/3. On retrouve bien la loi d’autoéclaircissage.

Cette explication est assez généralement admise, mais les hypothèses de similitude sur lesquelles elle s’appuie sont largement discutables, surtout entre des espèces aussi différentes que celles représentées sur le graphique de la figure 1.19. Notamment, il a été montré qu’aucune dimension d’une plante ne peut être élevée au cube pour en déterminer la masse, et encore moins une dimension qui serait le rayon d’une surface occupée au sol. Donc, même si l’exposant – 3/2 semble satisfaisant, le fait de ne pouvoir trouver de théorie satisfaisante a amené les chercheurs à considérer d’autres alternatives à cette loi, et de plus en plus d’études proposent des résultats expérimentaux un peu différents. La figure 1.20 rassemble des données de plusieurs de ces études, mais aussi d’études plus anciennes comme celles utilisées dans la figure 1.19. Nous observons sur cette courbe 251 populations différentes allant de minuscules feuilles jusqu’au gigantesque séquoia pour parcourir plus de 11 ordres de grandeur en masse !

[image: Figure 1.20. Relation entre la masse sèche moyenne des plantes et leur densité maximale. Les plantes considérées vont de minuscules feuilles (lemma) jusqu’au gigantesque séquoia, le plus grand des arbres. Les données incluent 251 différentes populations. La pente de la droite est très proche de – 4/3 (adapté d’Enquist, 1998).]

Figure 1.20. Relation entre la masse sèche moyenne des plantes et leur densité maximale. Les plantes considérées vont de minuscules feuilles (lemma) jusqu’au gigantesque séquoia, le plus grand des arbres. Les données incluent 251 différentes populations. La pente de la droite est très proche de – 4/3 (adapté d’Enquist, 1998).


Une fois encore, tous les points s’alignent sur une droite dans le graphe log-log mais, avec ces nouvelles mesures, celle-ci semble maintenant suivre une pente nettement plus proche de – 4/3 (– 1,33) que de – 3/2 (– 1,5), indiquant que la densité maximale de population N et la masse moyenne M sont plutôt reliées par la loi d’échelle suivante :

N ∝ M–3/4.

Nous sommes donc en présence de deux lois d’échelle différentes pour décrire le même mécanisme… C’est dire si les expériences doivent être compliquées à réaliser et si les marges d’erreurs expérimentales doivent être importantes ! Nous ne serons pas ici en mesure de trancher entre ces lois mais nous noterons tout de même que cette expression à l’avantage de rappeler la loi de Kleiber en M3/4. Ce qui est d’autant plus intéressant que cette loi d’autoéclaircissage décrit la mortalité des plantes due à la compétition entre individus, et est donc une conséquence du partage des ressources par ces individus. Autrement dit, la densité maximale de plantes doit être limitée par le taux de ressources fourni par le sol et celui auquel une plante doit absorber ces ressources pour survivre. D’autre part, les plantes convoient l’eau et les sels minéraux dont elles ont besoin, depuis les racines jusqu’aux feuilles, à travers un réseau de transport, le xylème, dont on peut supposer qu’il a aussi été optimisé par des années d’évolution. En utilisant les mêmes ingrédients d’optimisation de transport de ressources que ceux utilisés pour démontrer la loi de Kleiber, Enquist et ses coauteurs ont pu retrouver cette expression de la loi d’autoéclaircissage. Ce modèle implique donc que les mécanismes contraignant le métabolisme à l’échelle de l’individu se reflètent jusque dans les densités de populations végétales à grande échelle. Mais si ce modèle a l’avantage d’apporter des éléments de compréhension fascinants d’universalité, il ne fait pas encore l’unanimité.

La valeur exacte de l’exposant n’est donc pas encore précisément connue. En revanche, ce qui ne fait aucun doute, c’est que l’exposant est toujours négatif, signifiant naturellement que plus on est gros, plus on a besoin de place et donc plus la densité est faible. Le même type de lutte fratricide existe aussi entre les animaux d’une même espèce. Le territoire d’un animal ou d’une meute est bien entendu conditionné par la quantité de nourriture disponible et par le nombre d’individus. On s’attend donc, comme pour les arbres, à ce que plus l’animal considéré est gros, moins le nombre d’individus doit être élevé sur un territoire considéré. La figure 1.21 présente la densité d’un animal (le nombre d’individus par kilomètre carré) en fonction de sa masse moyenne. On observe donc, comme attendu, que la courbe est décroissante. Le nombre de bactéries par kilomètre carré dans la savane sud-africaine est bien plus élevé que le nombre d’éléphants…

[image: Figure 1.21. Densité de population en fonction de la masse moyenne adulte de l’animal considéré. Chaque point représente une espèce. Les ronds sont des mammifères et les carrés des animaux à sang froid. La droite a un exposant très proche de – 3/4 (adapté de White, 2007).]

Figure 1.21. Densité de population en fonction de la masse moyenne adulte de l’animal considéré. Chaque point représente une espèce. Les ronds sont des mammifères et les carrés des animaux à sang froid. La droite a un exposant très proche de – 3/4 (adapté de White, 2007).


Mais ce qui est extraordinaire, c’est que malgré la dispersion, les points se rassemblent encore autour d’une seule et même droite, nous permettant de définir une loi d’échelle unique valable sur une quinzaine d’ordres de grandeur. Cerise sur le gâteau, l’exposant qui ajuste au mieux ces points expérimentaux est encore très proche de – 3/4 ! La loi d’échelle s’écrit :

N ∝ M–3/4,

où N est la densité moyenne d’animaux au sein d’une espèce et M la masse moyenne d’un individu de l’espèce. Nous avons donc encore affaire à une magnifique loi qui décrit un phénomène aussi complexe que la répartition d’un grand nombre d’espèces, de tailles très différentes, sur des territoires répartis partout dans le monde. Cette loi est valable pour une quantité faramineuse d’animaux différents allant d’une centaine de nanogrammes (10–10 kilo) à la dizaine de tonnes (104 kilos) ! Notons que 100 nanogrammes est une masse 10 000 fois inférieure à celle d’un moustique, qui pèse environ 1 milligramme (10–6 kilo) ; 10 tonnes (104 kilos), c’est environ le poids d’un gros éléphant. Un moustique étant 1010 fois plus léger qu’un éléphant, cette loi impose que pour chaque éléphant, il y a 1010 × 3/4 ≈ 30 millions de moustiques, ce qui est une information dont il se passera sans peine.

La relation que nous venons d’établir entre la densité de population – animale ou végétale – et leur masse (N ∝ M–3/4) est un lien crucial entre l’individu et la communauté. D’autre part, la taille d’un individu est déterminante dans son utilisation des ressources alimentaires puisqu’elle conditionne son taux d’absorption d’énergie via son métabolisme (B ∝ M3/4). Avec ces deux relations, nous pouvons exprimer la quantité de ressources quotidienne consommée sur une surface donnée en fonction des organismes qui peuplent cette surface. Par exemple, si l’on veut désherber un champ de 1 kilomètre carré, vaut-il mieux un éléphant de 10 tonnes (104 kilos) ou 30 millions de pucerons de 1 milligramme (10–6 kilo) ? Comme la quantité quotidienne de ressources consommée sur 1 kilomètre carré (Q) est le produit du nombre d’animaux sur cette surface (N) par la quantité de ressources consommée par individu en une journée (B), on peut l’estimer ainsi :

Q = N × B ∝ 1 !

Ce qui signifie que le flux d’énergie qui passe de la terre à ses habitants est indépendant de leur masse. Autrement dit, la quantité de ressources quotidienne consommée par chaque espèce, sur leur territoire, est la même quelle que soit leur taille. Par conséquent, l’éléphant n’a aucun avantage sur le puceron en matière de désherbage ! Cette propriété fascine les écologistes, car elle suggère que les ressources sont divisées de manière égale entre toutes les populations, indépendamment de leur taille.

Nous avons vu que de nombreuses caractéristiques d’un organisme (forme, anatomie, physiologie, comportement collectif) varient avec sa taille en suivant une simple loi d’échelle. Certaines sont tellement universelles qu’elles couvrent presque toute la gamme de la vie, de la simple bactérie unicellulaire aux plus grands organismes vivant à ce jour. Connaissant la taille d’un mammifère, on sait maintenant en déduire beaucoup de choses : quelle est sa force relative, quelle est la forme de ses os, quelle quantité de nourriture il doit manger chaque jour, quelle est sa fréquence cardiaque, sa durée de vie, et où est son congénère le plus proche. Étant donné les extraordinaires complexités et diversités de la vie, une telle simplicité est tout de même époustouflante !

Ces phénomènes d’allométrie ont été mis en évidence par D’Arcy Thompson en 1917 et par Julian Huxley en 1932, et sont toujours une branche active de la recherche. Il est apparu qu’il existe deux grandes familles d’exposants, les multiples de 1/3 dont nous avons vu que l’origine est bien souvent géométrique, et les multiples de 1/4, dont l’origine doit être suffisamment profonde pour leur permettre d’exhiber une telle universalité. Cette origine est souvent associée à la structure en réseaux qui constitue les organismes vivants, bien que cela ne fasse pas encore l’unanimité. Reste qu’il est étonnant que des processus aussi complexes et divers que ceux évoqués ici puissent montrer une telle unité, et une telle simplicité. C’est cette simplicité, universelle, profonde, que nous garderons en ligne de mire tout au long de cet ouvrage.











1. Le coefficient de proportionnalité est ici bien connu, il vaut π, mais nous nous intéresserons très peu aux valeurs des coefficients de proportionnalité dans cet ouvrage : nous pouvons donc l’oublier.


2. https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_world_records_in_Olympic_weightlifting.


3. Notons que des études récentes tendent à montrer qu’il peut exister une faible variation autour de la loi de puissance, mais cela rend compte d’effets subtils qui n’ont pas leur place ici.


4. Les similitudes entre les villes et les organismes biologiques vont beaucoup plus loin, mais nous n’entrerons pas dans les détails ; pour ceux qui voudraient en savoir plus, nous conseillons la lecture de l’ouvrage de G. West, Scale (voir bibliographie).






INTERLUDE I

Analyse dimensionnelle :
les équations aux dimensions





QUESTION : Quelles sont les dimensions de ce terrain de basket ?

RÉPONSES : 1. Il fait 25 mètres de long sur 13 de large.

 2. Il a 2 dimensions horizontales si on ne considère que le sol mais une troisième, verticale, avec les paniers.

3. Ce sont des longueurs !





A priori, vous avez dû choisir la réponse 1, car la notion de dimension renvoie le plus souvent à la taille (longueur, largeur). Mais les deux autres réponses sont également correctes : la deuxième, probablement celle d’un mathématicien obnubilé par la géométrie euclidienne, interroge sur l’aspect plan, ou volumique, d’un terrain de basket. La troisième, sans doute d’un physicien passionné d’analyse dimensionnelle, donne simplement la dimension des grandeurs physiques demandées, au sens de leur grandeur fondamentale (longueur, masse, temps…) : une longueur et une largeur ont effectivement la dimension d’une longueur, au même titre qu’une vitesse a la dimension d’une longueur divisée par un temps. C’est ce type de dimensions qui va nous intéresser dans ce chapitre, ce sont elles qu’il nous faudra identifier pour les grandeurs physiques qui nous intéressent et c’est avec elles que nous allons apprendre à jongler.

Dans ce contexte, des outils simples et efficaces vont nous permettre de trouver des réponses à des problèmes physiques souvent complexes, sans avoir à utiliser explicitement les lois physiques associées. Ces outils fondent ce qu’on appelle l’analyse dimensionnelle. Dans leur ouvrage de référence, On Size and Life, Thomas McMahon et John Tyler Bonner décrivent cette méthode comme une « physics made easy », c’est-à-dire une manière de rendre la physique abordable par tous. C’est exact, parce que cette méthode est une boîte à outils essentielle pour la détermination de lois d’échelle. Nous la découvrirons au travers de deux interludes : ils nous permettront de l’appréhender en douceur et de nous y attarder suffisamment sans que cela n’entrave les discussions physiques des chapitres où elle sera ensuite utilisée.

Les dimensions

Les grandeurs fondamentales L, M, T

La dimension désigne une grandeur physique. Le Système international, le plus répandu aujourd’hui, repose sur sept grandeurs physiques fondamentales, qui sont notées dans le tableau 1.

Dans les problèmes de physique-mécanique que nous aborderons, nous en considérerons trois et seulement trois : la longueur, la masse et le temps, notées respectivement L, M, T. Ces trois dimensions constitueront pour nous trois quantités fondamentales, grâce auxquelles toutes les autres variables pourront être exprimées. Ce choix historique peut se justifier par le fait que ces trois grandeurs fondamentales étaient les seules directement accessibles à la mesure au XVIIIe siècle, grâce à l’utilisation d’une règle, d’une balance et d’une horloge. Si nous avions considéré dans cet ouvrage des problèmes de thermique, il aurait fallu utiliser la température (Θ, en kelvin), en électromagnétisme, nous aurions travaillé avec l’intensité électrique (I, en ampère), en thermodynamique, la quantité de matière (N, en mole), et en optique nous aurions eu besoin de l’intensité lumineuse (J, en candela). Ces sept grandeurs physiques sont supposées être indépendantes, et leurs unités constituent le système de base grâce auquel toutes les autres unités en physiques sont construites.





	Grandeur


	Dimension


	Unité




	Longueur


	L


	mètre (m)




	Masse


	M


	kilogramme (kg)




	Temps


	T


	seconde (s)




	Température


	Θ


	kelvin (K)




	Intensité électrique


	I


	ampère (A)




	Quantité de matière


	N


	mole (mol)




	Intensité lumineuse


	J


	candela (cd)









Tableau 1. Les sept grandeurs physiques fondamentales, comme définies dans le Système international, avec le symbole associé et l’unité.





Il reste à introduire une notation essentielle à l’étude de l’analyse dimensionnelle : les crochets [ ], qui signifient la dimension de. On a donc :

[l] = L

[m] = M

[t] = T,

ce qui veut dire que les variables l, m et t ont respectivement la dimension d’une longueur L, d’une masse M et d’un temps T.



Les autres grandeurs dimensionnées

Exprimons maintenant quelques variables physiques avec ces trois grandeurs fondamentales L, M, T. Nous savons qu’une surface S a la dimension d’une longueur au carré, soit :

[S] = L2.

D’autre part, chacun sait que si une voiture met une heure pour parcourir 100 kilomètres, sa vitesse v est de 100 km/h. v a donc la dimension d’une longueur divisée par un temps, soit :

[v] = L/T = LT–1.

L’accélération de la même voiture est définie par le temps qu’elle met pour passer de 0 à 100 km/h ; plus ce temps est faible, plus l’accélération est grande. Dimensionnellement, une accélération a est donc une vitesse divisée par un temps et s’exprime ainsi :

[a] = [U]/T = [U]T–1 = LT–1T–1 = LT–2.

Nous pouvons ainsi continuer les décompositions des grandeurs physiques en grandeurs fondamentales. La deuxième loi de Newton est le résultat le plus classique de la mécanique, elle établit que la force est proportionnelle au produit d’une masse m par une accélération a : F = ma, soit, dans le système LMT :

[F] = [m][a] = MLT–2.

Nous avons aussi déjà vu que la pression P est définie comme une force F s’appliquant sur une surface S, soit :

[P] = [F]/[S] = MLT–2/L2 = ML–1T–2.

Et nous pouvons faire de même pour toutes les variables que nous rencontrerons. Cette décomposition des grandeurs physiques qui nous concernent en grandeurs fondamentales est résumée dans le tableau 2.






	Grandeur


	Origine


	Dimension


	Unité




	Longueur


	(fondamentale)


	L


	mètre (m)




	Masse


	(fondamentale)


	M


	kilogramme (kg)




	Temps


	(fondamentale)


	T


	seconde (s)




	Surface


	longueur au carré


	L2


	m2




	Volume


	longueur au cube


	L3


	m3




	Vitesse


	longueur/temps


	LT-1


	m.s-1




	Accélération


	vitesse/temps


	LT-2


	m.s-2




	Force


	masse × accélération


	MLT-2


	newton (N)




	Pression


	force/surface


	ML-1T-2


	pascal (Pa)




	Énergie


	force × longueur


	ML2T-2


	joule (J)




	Masse volumique


	masse/volume


	ML-3


	kg.m-3




	Tension de surface


	force/longueur


	MT-2


	N.m-1




	Viscosité


	pression × temps


	ML-1T-1


	Pa.s




	Angle


	longueur/longueur


	1


	radian (rad)









Tableau 2. Ce tableau présente toutes les quantités physiques que nous rencontrerons au cours de cet ouvrage, ainsi que leur dimension dans le système fondamental longueur-masse-temps : LMT. Nous indiquons aussi l’origine physique de chaque quantité, ainsi que leur unité dans le Système international. Grâce à ce tableau, nous sommes en mesure de résoudre tous les problèmes d’analyse dimensionnelle présentés dans cet ouvrage.







Les angles

Les angles occupent une place à part ici, car ils n’ont pas de dimension. Une manière de le comprendre est de revenir à la définition du radian, unité de mesure des angles plans. Dans ce contexte, indiqué sur la figure I1.1, un angle α est défini comme le rapport de l’arc de cercle l sur le rayon r :

α = l/r.

α est le rapport de deux longueurs, sa dimension est donc :

[α] = L/L = 1.

[image: Figure I1.1. Définition géométrique du radian, unité de mesure des angles.]

Figure I1.1. Définition géométrique du radian, unité de mesure des angles.


L’angle α est, par conséquent, un nombre sans dimension. Il ne pourra donc pas jouer de rôle en analyse dimensionnelle.



Les unités

Pour chaque dimension il existe, ou a existé, de nombreuses unités. Pour une longueur on peut citer par exemple : le pouce, le yard, la coudée, le mètre ou l’année-lumière, et il en va ainsi pour toutes les autres dimensions. Dans cet ouvrage, nous allons utiliser le Système international d’unités (abrégé en SI), inspiré du système métrique, qui assigne à chaque dimension une seule unité. Il est aujourd’hui le système d’unités le plus largement utilisé dans le monde. Dans ce système, une longueur s’exprime en mètre (m), une masse en kilogramme (kg) et un temps en seconde (s), les autres dimensions s’exprimant avec des combinaisons de ces trois unités de base.

Ainsi, une surface de dimension L2 s’exprime en m2, une vitesse de dimension LT–1, s’exprime en m.s–1, ou m/s, une accélération de dimension LT–2 s’exprime en m.s–2, ou m/s2. Dans certains cas, il a été donné un nom particulier à certaines combinaisons ; par exemple, une force à la dimension MLT–2, et cette unité s’appelle le newton (N) en hommage à Isaac Newton. La pression qui a la dimension ML–1T–2 s’exprime en pascal (Pa), en hommage au scientifique français Blaise Pascal. Nous avons aussi déjà vu le joule (J) qui quantifie l’énergie, et doit son nom au physicien anglais James Prescott Joule. Conformément aux règles du Système international, le nom commence par une minuscule (le newton, le pascal, le joule), mais comme il provient d’un nom propre, le symbole commence par une majuscule (N, Pa, J).



Hiérarchie dans l’égalité : =, ≈, ~, ∝

Nous terminerons cette section par une simple clarification des signes utilisés pour comparer deux quantités qui évoluent de la même manière. Lorsque deux termes sont égaux, c’est-à-dire qu’ils sont séparés par un signe égal « = », alors ce sont les mêmes, exactement les mêmes : ils ont la même valeur mais aussi la même dimension. Par exemple, la section d’un cylindre de diamètre d s’écrit précisément :

S = π d2/4.

Si l’on connaît la valeur du diamètre d (prenons 1 mètre), on peut en déduire la valeur approchée de cette section, on écrit alors :

S ≈ 0,78 m2

Les deux termes sont à peu près égaux et la dimension est la même.

Si maintenant on considère une série de cylindres similaires, et si l’on se demande comment varie la section S avec la longueur L du cylindre, il suffit de revenir aux règles de similitude du chapitre 1 pour se souvenir que S évolue proportionnellement à L2. Sachant que ces deux grandeurs ont la même dimension, on introduit le signe ~, qui signifie proportionnel et dimensionnellement égaux :

S ~ L2.

Au chapitre précédent, nous avions utilisé, dans ce cas, le signe proportionnel : ∝. Dans la suite, il sera réservé pour deux termes qui sont proportionnels mais qui n’ont pas la même dimension, comme par exemple :

S ∝ M2/3.

Il n’est pas utile de se souvenir de ces définitions pour la suite de la lecture ; en revanche, si besoin, cela permettra de clarifier les conventions utilisées.





Analyse dimensionnelle et pendule

Homogénéité

Comme nous allons le voir au cours des deux interludes qui lui sont dédiés, l’analyse dimensionnelle est une méthode, une sorte de boîte à outils dont chaque élément repose sur l’examen des dimensions des grandeurs physiques apparaissant dans le problème considéré. Le plus utilisé de ces outils est l’équation aux dimensions, qui consiste à remplacer chaque terme d’une équation par sa dimension. L’intérêt le plus évident de cette technique est de vérifier l’homogénéité des expressions physiques trouvées, c’est-à-dire s’assurer que tous les termes d’une équation ont bien la même dimension ; on dit alors qu’ils sont homogènes. En effet, on ne peut comparer ou ajouter que des grandeurs ayant la même dimension. Autrement dit, de part et d’autre d’une égalité les termes doivent être comparables et donc dimensionnellement identiques : une longueur ne peut pas être égale à un temps ou à une force… Cette propriété est une véritable aubaine car vérifier l’homogénéité d’une équation permet d’éviter bien des erreurs1. Par exemple, si après un long calcul on aboutit à E = mc2, on vérifie rapidement que le terme mc2 est bien une énergie : M.(L.T–1)2 = M.L2.T–2.



La physique du pendule

Ne vous êtes-vous jamais interrogé sur le mouvement des pendules ? Pourquoi, pendant des siècles, l’heure a-t-elle été donnée par les va-et-vient d’un pendule ? Qu’est-ce que le mouvement de balancier d’une masse au bout d’un fil a de si particulier ? C’est la question que s’est posée Galilée (1564-1642), cet extraordinaire physicien italien. La légende veut que cette question ait germé dans son esprit alors qu’il observait le balancement des lampes dans la cathédrale de Pise, sa ville natale.

[image: Figure I1.2. Schéma du pendule, caractérisé par la longueur l du fil, la masse m de l’objet et l’angle de lâcher α0. g est la gravité.]

Figure I1.2. Schéma du pendule, caractérisé par la longueur l du fil, la masse m de l’objet et l’angle de lâcher α0. g est la gravité.


Pour fabriquer un pendule, il suffit d’attacher une masse m au bout d’un fil de longueur l et de fixer l’autre extrémité en hauteur, comme sur le schéma de la figure I1.2. On écarte ensuite la masse d’un certain angle initial α0, puis on la lâche : elle tombe sous l’effet de l’accélération de la pesanteur g et commence son mouvement périodique de va-et-vient.

Galilée construisit des pendules de longueurs différentes, avec des masses différentes, qu’il lâcha à des angles initiaux différents, et il mesura le temps que met la masse pour faire un mouvement d’aller-retour, ce qu’on appelle la période T du pendule. Notons que mesurer un temps avant l’invention de l’horloge n’était pas si trivial : Galilée utilisait son pouls comme étalon. Voici ses conclusions :

	La période ne dépend pas de la masse de l’objet… C’est-à-dire que si vous et votre petit-neveu de 20 kilos vous vous élancez en même temps et de la même hauteur, avec deux balançoires de même longueur, vous mettrez le même temps pour revenir à votre position initiale. Vous resterez donc tout le temps côte à côte, vos trajectoires seront identiques. Surprenant !


	La période varie comme la racine carrée de la longueur du fil : T ∝ [image: Illustration]. Galilée écrit d’ailleurs à ce sujet dans son ouvrage Dialogue sur les deux plus grands systèmes du monde publié en 1632 : « Pour obtenir un pendule dont le temps d’oscillation soit double de celui d’un autre pendule, il convient de donner au premier une longueur quadruple de celle du second. »


	Enfin, et c’est sans doute sa conclusion la plus lourde de conséquences, il affirme que la période du pendule est indépendante de son amplitude. Ce qui signifie que deux pendules lâchés de deux angles initiaux différents mettront un temps identique pour revenir à la position à laquelle on les a lâchés ! De la même façon, si on lance un pendule et que l’on note les périodes (durée d’un aller-retour) successives, elles seront toutes égales, même lorsque l’amplitude des oscillations diminue.






Analyse dimensionnelle

Cette brillante étude expérimentale fut à l’origine d’une révolution dans la mesure du temps. Mais, avant de faire un bond de quelques décennies pour conclure sur les débuts de l’horlogerie, tentons de retrouver les résultats expérimentaux de Galilée grâce à l’analyse dimensionnelle, méthode qui n’existait pas à son époque. Il faut d’abord identifier les paramètres pertinents de ce système, représenté sur la figure I1.2. Nous avons vu que la longueur l du fil joue un rôle, la gravité terrestre g joue aussi nécessairement un rôle, et comme nous ne sommes pas si faciles à convaincre, nous allons considérer que la masse m de l’objet et l’angle initial α0 de lâcher du pendule peuvent jouer un rôle dans la dynamique d’oscillation, même si les observations expérimentales semblent dire le contraire… Nous négligeons en revanche les frottements de l’air.

Dans ces conditions, la question est de savoir quelle combinaison de ces grandeurs caractéristiques donne la période T du pendule. Nous cherchons donc une fonction de ces grandeurs qui soit égale à la période :

T = f(α0, m, l, g),

où f() signifie que T est une fonction (inconnue) de ces quatre variables. À ce stade, nous pouvons faire l’hypothèse que cette fonction est une loi de puissance2, c’est-à-dire un produit de toutes les variables pertinentes, élevées à une puissance inconnue (qui peut aussi être égale à 0) :

T ∝ α0a mb lc gd.

Il s’agit donc de déterminer les puissances a, b, c et d. Exprimons maintenant les dimensions de chacune de ces variables, en sachant qu’une période a la dimension d’un temps : [T] = T, [m] = M, [l] = L, la gravité celle d’une accélération : [g] = LT–2, et qu’un angle n’a pas de dimension : [α0] = 1. Ce dernier point signifie qu’on ne peut pas traiter le cas de l’angle de lâcher avec l’analyse dimensionnelle et qu’il faudra s’en remettre aux expériences ou à une étude théorique. Nous admettrons donc que la période T est indépendante de l’angle de lâcher et remplacerons l’angle par une constante k pour l’instant inconnue.

Remplaçons maintenant les variables par leur dimension :

T = k.Mb.Lc.(LT-2)d.

Cette équation est donc une équation aux dimensions et, comme nous l’avons dit plus haut, la dimension de part et d’autre du signe « égal » doit être la même. On doit donc déterminer les constantes a, b, c et d de sorte que le terme de droite soit un temps T. Nous suggérons ici au lecteur peu habitué à ce genre de manipulations de prendre un papier et un crayon pour suivre ces quelques étapes :

1) Le temps T étant à la puissance 1 à gauche, il doit aussi l’être à droite, où il est à la puissance – 2d. On a donc – 2d = 1, soit : d = – 1/2.

2) Pour éliminer L, qui n’apparaît pas à gauche de l’équation, il faut : c + d = 0, soit : c = 1/2.

3) Il nous faut enfin éliminer M, ce qui implique b = 0. k étant une constante sans dimension, il ne reste qu’un temps T de part et d’autre du signe « égal ».

Revenons maintenant à l’équation initiale et injectons les valeurs des exposants trouvées :

T = k mb lc gd = k m0 l1/2 g–1/2,

soit :

T = k (l/g)1/2 = k [image: Illustration],

puisque la puissance 1/2 est ce qu’on appelle une racine carrée.

Les constantes ne peuvent jamais être déterminées par analyse dimensionnelle. Une expérience précise, ou une étude théorique complète, montre que la constante k vaut exactement 2π. In fine, la période d’oscillation d’un pendule s’écrit :

[image: Illustration]


Nous avons donc bien retrouvé que la masse ne joue aucun rôle et que la période du pendule croît comme la racine carrée de sa longueur. Les observations de Galilée sont confirmées ! Il est important de réaliser à quel point cette méthode est efficace, car trouver ce résultat en résolvant le problème dynamique du pendule demande un effort autrement plus conséquent, impossible à fournir dans cet ouvrage étant donné le niveau mathématique que nous nous sommes fixé. Cette méthode permet de retrouver, avec aussi peu d’efforts, bien des expressions en physique. Nous verrons dans la suite de cet ouvrage de nombreux autres exemples de loi d’échelle obtenus simplement par analyse dimensionnelle.

Le fait de retrouver les résultats expérimentaux signifie aussi que nous avons pris en compte toutes les grandeurs pertinentes du problème. Nous pouvons donc affirmer que le frottement de l’air ne joue effectivement pas de rôle, pas plus que l’attraction de la lune ou le rayonnement cosmique. De plus, grâce à l’analyse dimensionnelle, nous observons que la période décroît [image: Illustration]comme avec l’augmentation de l’intensité du champ de pesanteur. C’est un résultat important, et qui aurait été impossible à obtenir expérimentalement à l’époque de Galilée, puisqu’il n’existait pas de moyen de faire varier la gravité de manière contrôlée. Ce résultat a notamment permis de montrer, dès 1671, que l’accélération de la gravité g était plus forte aux pôles qu’à l’équateur, ce qui fut la première preuve de l’aplatissement de la terre aux pôles. Il explique aussi pourquoi un pendule bat plus lentement sur la Lune que sur la Terre, et bien plus vite sur Jupiter !



Du pendule à l’horloge

Pour finir, quel est le lien entre ce pendule et une horloge ? Réponse : un fil de 1 mètre de long et un physicien astucieux. En effet, sachant que l’accélération de la gravité vaut g ≈ 9,8 m.s–2 sur terre, un pendule de 1 mètre de long a une période de 2,007 secondes, c’est-à-dire qu’entre sa position maximale à droite et celle à gauche il y a, pour ainsi dire, 1 seconde. Si l’on fait en sorte que chaque fois que le pendule atteint sa position la plus haute il fasse avancer une aiguille, on a inventé l’horloge. C’est ainsi qu’en 1656 l’extraordinaire physicien néerlandais Christiaan Huygens (1629-1695) construisit la première horloge pendulaire (figure I1.3).

Celle-ci resta utilisée jusqu’à l’avènement des horloges à quartz dans les années 1930, la manière la plus précise de mesurer le temps. En 1673, dix-sept ans après son invention, Christiaan Huygens publia Horologium oscillatorium, œuvre majeure sur la physique du pendule et l’horlogerie, aujourd’hui considérée comme une des trois plus grandes œuvres de la mécanique du XVIIe siècle, avec celle de Galilée, Discours sur deux sciences nouvelles (1638), et celle d’Isaac Newton, Principes mathématiques de la philosophie naturelle, souvent abrégé en Principia (1687). Dans cet ouvrage, Huygens est le premier à déterminer la période du pendule telle qu’écrite plus haut.

[image: Figure I1.3. La première horloge pendulaire inventée par Christiaan Huygens en 1656.]

Figure I1.3. La première horloge pendulaire inventée par Christiaan Huygens en 1656.












1. C’est identique lorsque des termes sont additionnés, ils doivent avoir la même dimension, il n’est pas possible d’ajouter une masse à un temps. Par conséquent, si une équation s’écrit A + B + C = 0 alors [A] = [B] = [C]. Dans le cas contraire, une erreur s’est glissée dans le calcul. L’argument des fonctions spéciales, comme l’exponentielle (eX), le logarithme (Log X), les fonctions trigonométriques (sin X) ou autres, doit être sans dimension : [X] = 1.


2. Cette approximation peut se justifier en invoquant que toute fonction peut s’exprimer comme une loi de puissance sur une gamme donnée.






CHAPITRE 2

Locomotion animale





Quelles sont les différentes phases du galop d’un cheval ? Passe-t-il un instant les quatre fers en l’air ? C’est en tout cas ainsi que les artistes ont l’habitude de le représenter, tel Géricault dans Le Derby de 1821 à Epsom présenté en figure 2.1. Ces questions sur l’allure des équidés ont joué un rôle emblématique dans l’étude du mouvement animal. Bien entendu, il n’a pas fallu attendre l’époque contemporaine pour qu’apparaissent les premiers travaux autour de la manière dont bougent et se déplacent les animaux.

[image: Figure 2.1. Le Derby de 1821 à Epsom, tableau de Théodore Géricault (1821, musée du Louvre).]

Figure 2.1. Le Derby de 1821 à Epsom, tableau de Théodore Géricault (1821, musée du Louvre).


On en retrouve des traces dans la Grèce antique, notamment dans le travail d’Hippocrate (460-370 avant J.-C.), puis à la Renaissance, quand Léonard de Vinci (1452-1519), Galilée (1564-1642) et Giovanni Borelli (1608-1679) fournissent les premières descriptions de la mécanique du mouvement. Il fallut ensuite attendre la fin du XIXe siècle pour qu’une étape cruciale soit franchie grâce au travail de deux hommes : le Français Étienne-Jules Marey et l’Anglais Eadweard J. Muybridge, qui, en plus de partager leurs initiales (E. J. M.) et leur date de naissance et de mort (1830-1904), ont participé conjointement à la naissance de la chronophotographie, ou succession rapide de photographies. Leurs travaux ont joué un rôle important dans l’étude méthodique de la locomotion animale, mais sont surtout restés célèbres pour avoir été des précurseurs de l’imagerie scientifique et du cinéma.
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Figure 2.2. Chronophotographie réalisée par Eadweard Muybridge (1878), montrant qu’un cheval au galop ne quitte complètement le sol que lorsque ses pattes postérieures et antérieures se rassemblent (vignettes 2 et 3). Après cette phase, un seul pied touche le sol et soutient le choc, comme prédit par E.-J. Marey. Dans ses positions en extension (vignettes 1 et de 4 à 11), le cheval conserve toujours un ou deux pieds en contact avec le sol. Cette séquence de 12 images, qui ne dure qu’une demi-seconde, fit passer le cheval Sallie Gardner à la postérité.


Tout commence au début des années 1870, lorsque Marey étudie à l’aide de capteurs rudimentaires les différents modes de locomotion, aussi bien humaine qu’animale. Il publie ses résultats dans La Machine animale (1873) ; sa découverte la plus retentissante concerne alors le cheval au galop, dont il dit : « Le corps, un instant détaché du sol, retombe et c’est un seul pied qui soutient ce choc. » Cette phrase suscite beaucoup d’intérêt chez les physiologistes, mais aussi chez les artistes et plus généralement chez les passionnés de chevaux. C’est dans cette catégorie que se situe Leland Stanford, ancien gouverneur de Californie et riche homme d’affaires, qui souhaite vérifier les dires de Marey en utilisant la photographie instantanée, alors en pleine émergence. Stanford confie ce travail à E. Muybridge, photographe britannique de renom, principalement connu pour ses photographies de paysages et de reportage. Ce dernier, après plusieurs années d’essais, réalise alors la première séquence de photographies successives de l’histoire en juin 1878, grâce à douze appareils photographiques, déclenchés par des fils que rompent les sabots du cheval pendant sa course. Le résultat, présenté en figure 2.2, est un succès international, car en plus de présenter la première chronophotographie décomposant un mouvement de moins d’une demi-seconde, il confirme les affirmations de Marey et répond aux questions posées au début de ce chapitre, sur l’allure des chevaux au galop.
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Figure 2.3. Chronophotographies d’humains et d’animaux. Celle du haut est obtenue par E.-J. Marey. Elle capture le vol d’un goéland et fut publiée dans le livre Physiologie du mouvement. Le vol des oiseaux en 1890. La séquence du bas est réalisée par E. Muybridge et fut publiée en 1887 avec de très nombreuses autres dans l’ouvrage intitulé Animal Locomotion.


Marey et Muybridge se rencontrent en 1881. Marey consacrera la fin de sa vie à l’application de la photographie instantanée à la physiologie, et plus particulièrement à l’analyse du mouvement animal dont il devient un pionnier. Il invente pour ce faire, en 1882, un appareil de chronophotographie portable, un fusil photographique, qui lui permet de décomposer le mouvement d’animaux rapides et peu contrôlables, tels que les oiseaux et les poissons. Il n’aura de cesse d’améliorer son chronophotographe, dans le but d’être toujours plus précis dans l’étude quantitative des différentes phases de la locomotion humaine et animale1 (voir la séquence du haut de la figure 2.3).

La somme faramineuse de ses résultats est réunie dans son ouvrage intitulé Le Mouvement (1894). De son côté, Muybridge publiera le titanesque Animal Locomotion (1887), 781 planches in-folio d’une qualité photographique indéniable (voir la séquence du bas de la figure 2.3). Ces deux œuvres constituent un remarquable recueil de photographies d’animaux et d’humains en mouvement, et serviront, plusieurs décennies plus tard, à des études quantitatives sur la locomotion animale, comme nous le verrons au cours de ce chapitre (figures 2.5 et 2.12). Leur travail étant un point de rencontre entre l’art et la science, leur influence sur les orientations futures de l’art moderne (le futurisme, Marcel Duchamp, etc.) sera considérable. La méthode de chronophotographie qu’ils développent, et qui consiste à décomposer des mouvements rapides grâce à une séquence d’images rapprochées, permet de capturer ce que l’œil humain ne peut pas voir. Ce procédé, qui porte aujourd’hui le nom de photographie rapide, n’a cessé d’être utilisé au cours du XXe siècle, et jouit au siècle actuel d’un formidable succès, aussi bien en science, dans l’art, que dans la vie quotidienne, et ce grâce à la démocratisation des caméras dites rapides.

Ce chapitre sera consacré à la description des principes physiques dominants pour quatre modes de locomotion : la marche, le vol, la nage et la marche sur l’eau, dont les deux premiers sont illustrés sur la figure 2.3. Nous montrerons que, dans chaque cas, il existe des principes suffisamment solides pour qu’émergent des lois d’échelle générales, communes à des animaux très différents. Pour cela, notre description sera la plus simple et générale possible. C’est ainsi que nous déterminerons une loi d’échelle donnant la vitesse de déplacement des animaux terrestres, du chat au rhinocéros, une autre pour la vitesse de vol, du moustique à l’A380 ; nous verrons aussi que de nombreux oiseaux et poissons se propulsent en suivant une loi commune, et enfin nous écrirons comment la forme d’un corps doit évoluer avec sa taille, pour que des animaux puissent tenir à la surface de l’eau. Mais tout de suite, commençons par le moyen de locomotion qui nous est le plus familier…

Marche et course

Vous marchez pour vous rendre sur votre lieu de travail, mais il fait beau et vous prenez votre temps, vous avancez alors à une vitesse autour de 2 km/h, lorsque soudain vous réalisez que vous avez un rendez-vous. Déçu de ne pouvoir flâner, vous accélérez légèrement mais votre démarche change peu. Puis le temps avance et vous savez qu’à ce rythme vous n’y arriverez pas, alors, à contrecœur, vous vous décidez à accélérer, encore et encore, et soudainement votre démarche change drastiquement… Vous courez ! Pourquoi avoir changé de méthode ? Pourquoi simplement ne pas marcher plus vite ? Ce qui est remarquable, c’est que vous avez changé d’allure à environ 9 km/h ! À moins que vous ne soyez un enfant, un furet ou un kangourou. Mais, dans ce cas, est-il possible de prédire la vitesse à laquelle vous commencerez à courir ? Pour répondre à ces questions, commençons par construire un modèle élémentaire de marche qui nous permette d’en dégager les mécanismes physiques essentiels.
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Figure 2.4. Schéma d’un marcheur élémentaire constitué de deux jambes raides de longueur l, s’articulant autour d’une sphère de masse m représentant le corps, il avance à la vitesse U. λ/2 est la longueur d’un pas et T/2 le temps qu’il faut pour faire un pas. g est la gravité.


Marcher comme une horloge

Comment modéliser la marche de la manière la plus simple ? Considérons un corps de masse m, posé sur deux jambes (raides), de longueur l, comme représenté sur le schéma de la figure 2.4.

Ici, le marcheur a sa jambe d’appui devant et, pendant le mouvement, il oblige son corps à suivre un arc de cercle. La distance qu’un marcheur parcourt pour revenir à la même position, pied droit devant par exemple, est de deux pas. On appelle λ (lambda) cette longueur, et T le temps qu’il faut pour faire ces deux pas. Ce modèle de marcheur, très simple, rappelle le pendule dont on vient de parler, mais inversé : le point fixe du pendule est le pied du marcheur, et sa masse décrit le même arc de cercle que le bassin du marcheur. Les frères Weber, médecins et physiciens allemands du XIXe siècle, furent les premiers, en 1836, à proposer l’idée que le mouvement de balancier des jambes s’effectue à la manière d’un pendule. Cette idée fut ensuite reprise par D’Arcy Thompson. Au cours du XXe siècle, ce modèle simpliste a fait l’objet de nombreuses améliorations jusqu’à inspirer la fabrication de robots marcheurs humanoïdes.

Mettons maintenant ce modèle à l’épreuve en estimant la vitesse du marcheur. Celle-ci, notée U sur le schéma, doit être égale au rapport de la longueur λ de deux pas, divisée par le temps T qu’il faut pour faire ces pas : U = λ/T. Nous faisons alors l’approximation que la longueur d’un pas λ/2 est à peu près égale à la longueur d’une jambe l et la vitesse devient U ≈ 2l/T. Ce temps T n’est autre que la période du pendule que nous avons déterminée dans l’interlude précédent : T = 2π[image: Illustration]. La vitesse de notre marcheur s’écrit ainsi :

[image: Illustration]


En prenant la longueur des jambes l environ égale à 1 mètre, ce qui est raisonnable pour un adulte de taille moyenne, et avec g ≈ 9,8 m/s2, nous obtenons une estimation de la vitesse de notre marcheur modèle :

U ≈ 1 m/s = 3,6 km/h,

ce qui est une excellente approximation de la vitesse de marche d’un adulte ! Cela signifie que ce modèle élémentaire capture raisonnablement bien les mécanismes physiques essentiels de la marche, c’est-à-dire un mouvement de balancier des jambes autour du bassin sous l’effet de la gravité, où la vitesse est principalement déterminée par la longueur des jambes. Hormis pour l’application numérique, nous retiendrons donc comme principal résultat pour l’instant :

[image: Illustration]


La longueur des jambes l étant proportionnelle à la taille totale, un animal marche d’autant plus vite qu’il est grand, et cela en proportion égale à la racine carrée de la variation en taille : un animal 2 fois plus grand ira [image: Illustration] ≈ 1,4 fois plus vite. Nous comprenons donc, d’une part, pourquoi un enfant marche plus lentement qu’un adulte, mais nous pouvons aller plus loin en citant un nouvel exemple éclairant de D’Arcy Thompson :

M. Delisle avait constaté qu’une mouche se déplaçait de 7,6 centimètres en une demi-seconde, une allure tout à fait respectable. Quand nous marchons à 8 km/h, nous parcourons environ 222 centimètres en 1 seconde, c’est-à-dire que nous nous déplaçons 222/(7,6 × 2) ≈ 14,6 fois plus vite que la mouche de Delisle. Notre allure serait identique à celle de la mouche si nous mesurions 1/(14,6)2, c’est-à-dire 1/213 de notre taille réelle – disons 0,8 centimètre de haut2. Remarquons au passage que le nombre de pattes (ou de jambes) n’a aucune importance, de même que celui des roues d’un véhicule ; le mille-pattes ne se déplace pas plus vite que s’il en avait seulement dix.





Voler pour courir

Demandons-nous maintenant pourquoi, au-delà d’une certaine vitesse de marche, nous nous mettons naturellement à courir. Nous avons vu que la masse, représentant le corps de notre marcheur, décrit un arc de cercle lorsqu’un pied passe de derrière à devant la jambe d’appui. Nous savons qu’un objet qui effectue une trajectoire courbe ressent toujours une force qui tend à l’écarter du centre de rotation. C’est, typiquement, celle que nous ressentons lorsque nous sommes dans une voiture qui prend un virage. Cette force dite centrifuge, qui tend à éloigner du centre de rotation, est dirigée vers le haut dans le cas de notre marcheur. À chaque pas, une force tend donc à nous faire décoller ! Si nous étions dans un monde sans gravité, nous nous envolerions au moindre pas, sans aucune chance de revenir sur le sol.

La gravité terrestre s’oppose à cette force centrifuge, nous permettant de garder les pieds sur terre. Comparons maintenant ces deux forces qui luttent l’une contre l’autre. La force centrifuge s’écrit : mU2/l3. Le poids, lui, est égal à mg. Lorsque la vitesse du marcheur U augmente, la force centrifuge augmente aussi jusqu’à devenir comparable au poids, et ainsi satisfaire : mU2/l ≈ mg, autrement dit U2/(gl) ≈ 1. Au-delà de cette limite, le marcheur devrait s’envoler un instant avant de retomber. Comme la course est définie par une phase de vol, où aucun des deux pieds d’un bipède ne touche le sol, cette limite devrait être le point de transition marche-course, pour tous les marcheurs. Cette expression, qui compare deux forces, est un nombre sans dimension qui s’appelle le nombre de Froude :

Fr = [image: Illustration]

Il a été introduit au milieu du XIXe siècle et nommé en l’honneur de l’architecte naval William Froude, qui le rendit célèbre pour son utilisation dans le contexte du dimensionnement de bateaux. Nous reverrons ce nombre à différentes reprises.

En 1976, le Britannique McNeill Alexander, professeur de zoologie à l’Université de Leeds, fut le premier à introduire ce nombre sans dimension dans le contexte de la marche. Lors de son étude, Alexander demanda à ses deux enfants de l’accompagner sur la plage de Snettisham dans le comté de Norfolk. Là, il les chronométra en train de marcher et de courir sur des sols de natures différentes, et il mesura leur vitesse U et la longueur de leurs pas λ. Il fit ensuite de même avec d’autres bipèdes (hommes et kangourous) et toute une gamme de quadrupèdes, allant du chat au rhinocéros. Il ajouta aussi des mesures faites directement sur les chronophotographies d’Eadweard Muybridge. Une fois toutes ces mesures réalisées, il traça la longueur de deux pas divisée par la longueur des jambes, λ/l, en fonction du nombre de Froude, pour toutes ces espèces différentes. Ces résultats sont présentés sur le graphique log-log de la figure 2.5. Tous ses points représentant des animaux et des humains avec des démarches différentes se rassemblent sur une seule et même courbe !
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Cela signifie que, du chat au rhinocéros en passant par les humains et les kangourous, lorsque des animaux marchent ou courent avec la même valeur du nombre de Froude, ils ont des foulées semblables et des démarches similaires. Simplement, ceux qui ont des petites pattes font des petits pas, et ceux qui ont des grandes pattes font des grands pas, mais à nombre de Froude égal, allure identique. Ce qui est splendide, et qui confirme parfaitement ces similitudes de démarche, c’est que tous les animaux passent de la marche à la course pour un même nombre de Froude, autour de 0,6 ! L’essentiel de la mécanique de la marche est bien contenu dans ce nombre sans dimension. 0,6 étant assez proche de 1, la transition de la marche à la course se fait effectivement lorsque la force centrifuge, qui tend à faire décoller l’animal, est proche de la force de gravité, qui l’attire sur le plancher des vaches.

Nous pouvons donc maintenant estimer la vitesse à laquelle un animal qui a des pattes de 1 mètre de long va commencer à courir. La transition se situe à U2/g ≈ 0,6, soit une vitesse U ≈ 2,5 m/s ou 9 km/h ! Voilà pourquoi, en retard pour votre rendez-vous matinal, vous avez commencé à courir autour de 9 km/h. Notons qu’en marche athlétique, les athlètes doivent marcher vite sans jamais courir, c’est-à-dire qu’un pied au moins doit être en permanence en contact avec le sol. Ils arrivent à maintenir une vitesse moyenne de marche supérieure à 13,5 km/h, en bougeant leur corps de façon à lutter contre la force centrifuge, et ainsi ne pas décoller. Une telle vitesse de marche serait, en revanche, impossible à atteindre sur la Lune. Avec une gravité de 1,62 m/s2, soit 6 fois inférieure à celle sur la Terre, la course devient naturelle autour de 3,5 km/h. C’est ce qui explique que les astronautes qui se déplacent sur la Lune donnent l’impression de courir au ralenti : ils courent effectivement à faible vitesse, ou font simplement des bonds, à l’image des kangourous pour qui la marche ne peut qu’être adoptée à très faible allure.

Ce qu’on appelle course pour un bipède s’appelle trot pour un quadrupède : tous passent au trot pour cette même valeur du nombre de Froude : 0,6. Ce qui est tout aussi remarquable, c’est qu’il en va de même pour le passage au galop, qui se fait pour tous les quadrupèdes entre 2 et 3 ! Nous observons d’ailleurs que les kangourous, qui bondissent au lieu de marcher et de trotter, ont tous leurs points au-dessus de 2 ; ils vont toujours vite (entre 20 et 70 km/h), et font toujours de grands pas. En effet, la courbe est croissante ; plus un animal va vite et plus il fait de longs pas. Au maximum de cette courbe, pour des nombres de Froude autour de 20, deux pas (λ) sont aussi longs que 7 fois la taille de la jambe ; pour des humains adultes (l = 1 mètre), cela correspond à une course où chaque pas fait 3,5 mètres. La plupart des mammifères quadrupèdes du chat au rhinocéros utilisent ces trois démarches (marche, trot, galop) : la vitesse à laquelle ils changent d’allure dépend de leur taille ; un chien devra galoper pour suivre un cheval qui trotte. D’autre part, le fait qu’il y ait sur la même courbe des bipèdes et des quadrupèdes montre bien que ces deux formes de locomotion partagent de nombreux points communs. En effet, la plupart des mammifères à quatre pattes de la taille d’un chat, ou plus grands, se déplacent en utilisant essentiellement les mêmes principes mécaniques que l’homme. Ils marchent, ou trottent comme marcheraient, ou courraient deux hommes l’un derrière l’autre. C’est au galop que les quadrupèdes utilisent un moyen vraiment différent. Le galop requiert, en effet, d’utiliser la flexion du dos en plus des muscles des jambes pour fournir de la puissance. Enfin, il est à noter que ce modèle élémentaire devient faux pour des animaux plus petits que des chats, car ils courent de manière très différente, avec les membres beaucoup plus fléchis.



Qui est le plus rapide :
un Tyrannosaurus rex ou une Jeep ?

Dans le célèbre film Jurassic Park, les scènes avec le Tyrannosaurus rex sont parmi les plus impressionnantes. Dans une d’entre elles, le tyrannosaure poursuit une Jeep, avec à son bord Ian Malcolm, mathématicien spécialiste de la théorie du chaos. Ce dernier, voyant s’approcher le carnivore affamé, manifeste son inquiétude en improvisant un « must go faster » (« plus vite » !), qu’il réutilise trois ans plus tard, dans une autre superproduction américaine des années 1990, Independence Day, alors qu’il tente d’échapper à des vaisseaux spatiaux extraterrestres. La question que nous nous posons ici est : T. rex pouvait-il vraiment courir suffisamment vite pour inquiéter à ce point un mathématicien lancé à 50-60 km/h ?

Mais comment estimer la vitesse de course d’un animal disparu il y a plus de 66 millions d’années ? C’est en fait dans ce but que McNeill Alexander a introduit le nombre de Froude en 1976, dans un article intitulé « Estimates of speeds of dinosaurs » (« Estimations de la vitesse des dinosaures »), et a commencé à construire la courbe de la figure 2.5. En effet, grâce à la similitude de démarche mise en exergue par ce graphique, il espérait pouvoir déduire la vitesse de ces animaux disparus. Il lui fallait simplement avoir accès à la longueur de leurs jambes et de leurs pas (figure 2.6). Assez étonnamment, ce ne fut pas chose si compliquée ; il existe de nombreuses traces de pas de dinosaures fossilisées4. Une fois la longueur des foulées estimée, la longueur de leurs jambes pouvait être facilement déduite des nombreux squelettes reconstitués.
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Figure 2.6. Schéma de la marche d’un dinosaure. λ est la distance entre deux empreintes successives du même pied, l est la taille des jambes et U la vitesse de marche/course (adapté d’Alexander, 1991).


Les valeurs de λ et l alors connues, Alexander put, grâce à sa courbe de similitude (figure 2.5), donner la première estimation de la vitesse de plusieurs dinosaures, dont le célèbre tyrannosaure. Son estimation de l’époque fut un peu basse, car l’existence même de ces traces est inhérente au fait de se déplacer sur un sol meuble, ce qui réduisait probablement la vitesse de course. D’autres études, utilisant la même approche avec de nouvelles traces, permirent de réévaluer cette vitesse maximale de course autour de 30-40 km/h. Tyrannosaurus rex n’était donc pas un excellent coureur, et Malcolm n’avait guère de souci à se faire !



Mais alors, qui sont les plus rapides ?

Une autruche, bipède elle aussi, et dont la forme semble assez similaire à celle d’un T. rex, atteint les 70 km/h alors qu’elle est beaucoup plus petite. C’est étonnant, car nous avons vu que plus un animal est grand, plus ses foulées sont grandes et plus sa vitesse est grande. Mais attention, si les vitesses moyennes de marche ou les vitesses de changement d’allure varient bien proportionnellement à la racine de la longueur des pattes, il n’en est rien de la vitesse maximale. Ainsi, les pattes d’un dromadaire sont environ 9 fois plus grandes que celles d’un chat, et sa vitesse de transition marche-trot est bien environ 3 ([image: Illustration]) fois celle d’un chat. En revanche, la vitesse maximale d’un chat domestique est de l’ordre de 50 km/h, mais le dromadaire, bien que rapide, n’atteindra jamais les 150 km/h, et pas même la moitié de cette valeur ! Les vitesses maximales entre animaux de taille différente ne sont donc pas soumises à ces similitudes, mais alors comment évoluent-elles ? Suivent-elles aussi une loi d’échelle ?

Une équipe de chercheurs allemands a récemment apporté de nouveaux éclairages sur ces questions. Le graphique de la figure 2.7 montre la vitesse de pointe de 474 espèces animales, de toutes tailles, tracées en fonction de leur masse dans un diagramme log-log. Cette étude ne se limite pas aux marcheurs, puisque les trois courbes représentent les trois principaux modes de locomotion.

[image: Illustration]


Premier résultat : quel que soit le mode de locomotion, la courbe a la même forme. Une première partie, où la vitesse de pointe augmente avec la masse (plus les animaux sont lourds, plus ils vont vite) en suivant une nouvelle magnifique loi d’échelle, valable sur au moins 8 ordres de grandeur. Chaque courbe atteint ensuite un maximum, avant de redescendre : quel que soit le mode de déplacement, il existe donc une masse optimale pour laquelle les animaux vont le plus vite. Cette masse est telle que les muscles sont suffisamment gros pour délivrer une grande énergie, mais pas trop afin qu’ils n’aient pas à accélérer une masse trop importante. Les animaux qui ont cette taille optimale, moyenne, se situent donc au point d’équilibre entre une musculature trop faible et un corps trop lourd.

Ce poids idéal est d’environ 100 kilos sur la terre et dans les mers, et de 1 kilo dans les airs. Parmi les champions qui concourent dans ces catégories respectives, quels sont les vainqueurs ? Dans les airs, la buse à queue rousse, un rapace d’Amérique du Nord, remporte la palme avec une vitesse de pointe de 195 km/h ; on parle ici de vitesse en vol battu « stationnaire » dépendante de la masse musculaire ; en vol piqué, certains rapaces peuvent atteindre des vitesses bien supérieures : le faucon pèlerin, réputé pour être l’oiseau le plus rapide du monde en piqué, a été enregistré à 389 km/h.

Dans les mers, le marlin surpasse tous ses concurrents grâce à des sprints pouvant aller jusqu’à 130 km/h, ce qui est extraordinaire sous l’eau, c’est d’ailleurs l’animal le plus éloigné de sa loi d’échelle. Cette prouesse lui permet de passer devant le guépard, l’animal terrestre le plus rapide dont les courses atteignent 115 km/h. Au-delà de cette masse critique, plus les animaux sont lourds, plus leur vitesse se voit réduite, et les exemples sont nombreux. Le pélican, la baleine bleue et l’éléphant ne sont qu’un exemple par mode de locomotion parmi tant d’autres.





Vol

Au cours de l’évolution, les animaux capables de vol actif ne sont apparus que quatre fois : tout d’abord les insectes, il y a environ 350 millions d’années, puis les ptérosaures, des reptiles volants apparus il y a 230 millions d’années, et disparus avec les dinosaures il y a 66 millions d’années. Viennent ensuite les oiseaux, représentants actuels des dinosaures bipèdes, et enfin, plus récemment, les chauves-souris, qui apparurent il y a 60 millions d’années. Bien que ce nombre de groupes soit faible, ils possèdent à eux quatre un nombre gigantesque d’espèces, suggérant que le vol est une stratégie très efficace. Les chauves-souris sont les mammifères comptant le plus d’espèces après les rongeurs. Les oiseaux possèdent plus d’espèces que tous les vertébrés terrestres. Enfin, les insectes, dont la plupart volent à un moment de leur vie, ont plus d’espèces que l’ensemble de tous les autres groupes d’animaux existant de nos jours.

La gamme de taille de tous ces animaux volants est très étendue. Le ptéranodon était parmi les plus grands des ptérosaures, et aussi celui dont il existe le plus de fossiles ; son envergure estimée pouvait dépasser 6 mètres, ce qui en fait un des plus grands reptiles volants connus. Récemment, des spécimens de ptérosaures encore plus grands ont été découverts, dont le Hatzegopteryx dont l’envergure est estimée autour de 12 mètres. Avec une envergure de 7 mètres pour un poids moyen de 70 kilos, l’Argentavis magnificens (l’« Argentin magnifique »), une espèce d’oiseau éteinte depuis environ 6 millions d’années, fut probablement le plus grand oiseau capable de voler. Aujourd’hui, ce record revient au grand albatros, dont certains individus ont une envergure de 3,70 mètres pour un poids moyen de 8 kilos. À l’autre bout de la gamme d’échelle se situent le colibri-abeille et la chauve-souris bourdon, souvent considérés respectivement comme le plus petit oiseau et le plus petit mammifère au monde, tous deux pesant moins de 2 grammes et mesurant quelques centimètres. Enfin, les plus petites créatures volantes sont des insectes, avec une masse inférieure au milligramme et une taille de quelques millimètres.

Tous ces animaux peuvent avoir des techniques de vol différentes. Certains, plutôt parmi les plus gros, comme les condors, les vautours ou les albatros, planent et profitent de courants ascendants qui leur permettent de rester en l’air sans avoir à battre des ailes. Néanmoins, la plupart des animaux volants utilisent le battement de leurs ailes pour se propulser. Cela ne les empêche pas de planer une fois que la vitesse acquise par le vol battu est suffisante, comme le fait le pinson par exemple. Certains peuvent battre des ailes sur de très grandes distances, lors des migrations, comme les étourneaux, les martinets et même quelques gros oiseaux comme les cygnes ou les oies. Plusieurs oiseaux de petite taille comme les hirondelles utilisent une technique particulière qui consiste à voler vers le haut, puis à replier leurs ailes pour suivre une trajectoire parabolique, avant de rouvrir leurs ailes à nouveau. Enfin, une alouette chantant au-dessus d’un champ, un faucon observant une proie avant de plonger, un colibri butinant ou une libellule à l’affût de petits insectes peuvent tous pratiquer le vol stationnaire.

Nous allons maintenant voir qu’il existe des mécanismes essentiels au vol, qui nous permettent de décrire tous ces animaux volants de la même manière, quelle que soit leur taille.

Comment une aile permet-elle de voler ?

La force qui empêche qu’une pierre puisse flotter dans les airs est le poids : Fg = Mg, où M est la masse et g la gravité. Pour voler, il faut donc pouvoir générer une force qui s’oppose à ce poids Fg. Pour comprendre le mécanisme qui fait qu’une aile peut être capable de générer cette force vers le haut, sortons la main par la fenêtre d’une voiture en marche ; en inclinant légèrement la main par rapport à la direction de l’air, comme c’est le cas sur le schéma de la figure 2.8, on ressent une force qui tire notre main vers le haut. Cette force aérodynamique est la même que celle qui s’applique sur les ailes d’un oiseau ou d’un avion, et leur permet de vaincre la gravité ; c’est la « portance », Fp. Cette force est principalement due au fait qu’en inclinant notre main, on dévie l’air vers le bas, comme cela est indiqué sur la figure 2.8, et qu’en réaction la main ressent une force vers le haut. Un peu comme la force de recul qui est ressentie lorsqu’on tire avec une arme ou, plus couramment, lorsqu’on allume un tuyau d’arrosage.

Cette force de portance n’est qu’une partie des forces que nous ressentons lorsque nous sortons notre main par la fenêtre d’une voiture. En réalité nous ressentons une force aérodynamique globale dont une composante est dirigée vers le haut, la portance, et une composante est dirigée vers l’arrière ; c’est la « traînée », Ft (voir figure 2.8). Celle-ci est associée aux frottements de l’air et est toujours dirigée dans le sens opposé à la direction de l’objet.
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Figure 2.8. Schéma des forces s’appliquant sur un objet effilé (une main par exemple), incliné d’un angle θ, dans un écoulement d’air. La portance tire l’objet vers le haut, et la traînée s’oppose à son mouvement. Les lignes avec des flèches représentent la trajectoire de l’air.


Pour déterminer l’expression de cette force de portance Fp, nous allons procéder à une analyse dimensionnelle, comme nous l’avons fait dans l’interlude précédent. Tout d’abord, il nous faut savoir de quoi dépend cette force. Le plus évident est que la vitesse de la main, que nous noterons U, est cruciale. La portance est effectivement nettement moins violente, voire imperceptible, si la voiture roule au pas. L’autre paramètre dont on ressent instantanément l’influence en se livrant à ce jeu est l’angle θ de la main avec l’horizontale. L’expression de la force dépendra donc de U et θ, mais pas seulement. Si, au lieu de mettre notre main, on met un objet plus large, disons une assiette ou ce livre, la force de portance sera bien supérieure à celle que nous ressentions avec notre main. Cette augmentation n’est pas due aux qualités aérodynamiques insoupçonnées de ces objets mais simplement au fait qu’ils offrent à l’air une surface plus grande que celle de notre main. La surface de l’objet, S, en prise avec l’air, joue donc un rôle important. Pour finir, la masse volumique de l’air, traditionnellement notée ρ, va avoir un rôle moins intuitif mais tout aussi essentiel. En effet, si l’air est moins dense, la force Fp sera moins intense, et s’il n’y a plus d’air du tout, comme dans l’espace, il n’y aura plus de portance non plus. La force de portance s’exprimera donc à l’aide de ces quatre paramètres (U, S, ρ et θ), et si nous faisons l’hypothèse que cette expression est un produit de ces variables, élevées à une certaine puissance, l’analyse dimensionnelle nous permet d’obtenir l’expression générale de la force de portance :

Fp ~ ρU2S.

La méthode de détermination est détaillée dans l’encadré ci-après.

La portance

Avec ces quatre paramètres (U, S, ρ et θ), nous cherchons une force dont on sait qu’elle a la dimension d’une masse que multiplie une accélération, soit [F] = M.L.T–2. De plus, nous savons que : [U] = L.T–1, [S] = L2, [ρ] = M.L–3, et que l’angle θ, sans dimension, ne peut pas rentrer simplement dans le jeu de l’analyse dimensionnelle. Cherchons maintenant à exprimer la force de portance sous la forme d’un produit des variables pertinentes :

Fp ~ ρaUbSc.

Sous forme dimensionnelle, cette expression s’écrit :

M.L.T-2 = (M.L-3)a(L.T-1)b(L2)c.

Dans le membre de droite, comme dans le membre de gauche, M doit être à la puissance 1 donc nécessairement a = 1. T est à la puissance – 2, ce qui impose b = 2. Il ne reste plus qu’à trouver c, pour ce faire la somme des puissances sur L à droite doit être égale à 1, ce qui donne – 3 + 2 + 2c = 1 et donc c = 1. Il n’y a donc qu’une manière de combiner ρ, U et S pour obtenir la dimension d’une force, ce qui nous impose l’expression de la force de portance Fp donnée ci-dessus.





Comme l’angle θ, sans dimension, ne peut pas être traité par simple analyse dimensionnelle, discutons maintenant de son cas. Lorsqu’on passe la main par la fenêtre, si on la laisse à l’horizontale, soit θ = 0, notre main ne monte pas, la force de portance est donc nulle, seule la traînée est ressentie. Si maintenant on tourne la main comme sur le schéma de la figure 2.8, une force de portance apparaît et semble être d’autant plus grande que l’angle θ est grand. Cela suggère que la force de portance peut être proportionnelle à θ et s’écrire θρU2S. Dans notre expérience, nous savons qu’au-delà d’une certaine valeur de θ notre main se retrouve propulsée, non plus vers le haut, mais violemment vers l’arrière. C’est-à-dire que la force de portance a brutalement chuté et que la force de traînée a grimpé en flèche. Le même phénomène s’applique aux avions ou aux oiseaux lorsque l’angle que font leurs ailes avec la direction de déplacement, dit angle d’attaque, atteint environ 15°. Dans ce cas, la portance chute drastiquement et, conjointement, la force de traînée augmente fortement, induisant une chute brutale de l’objet volant. C’est ce que les pilotes appellent le décrochage. Les oiseaux et avions peuvent modifier l’angle d’attaque de leurs ailes pour s’adapter aux circonstances (freiner, accélérer…), mais ils utilisent tous à peu près le même angle d’attaque lorsqu’il s’agit d’adopter un vol de croisière : θ ≈ 6°. Sans entrer dans les détails, cette valeur de l’angle fixe la valeur du coefficient de proportionnalité entre Fp et ρU2S à 0,3, et permet de donner l’expression de la force de portance en vol de croisière :

Fp = 0,3 ρU2S.

Finalement, pour qu’un avion, ou un oiseau, puisse voler, il faut que cette force de portance dirigée vers le haut puisse supporter son poids, dirigé vers le bas, comme indiqué sur la figure 2.9. Un avion ou un oiseau de masse M, de surface d’ailes S, volant à une vitesse U dans un air de densité ρ peut ainsi se maintenir à une altitude constante si la relation suivante est satisfaite :

Mg = 0,3ρU2S.

Cette équation est donc cruciale pour comprendre le vol. On peut l’exprimer encore plus simplement en considérant comme constante la densité de l’air5 :

[image: Illustration]


[image: Figure 2.9. Schéma d’un avion en vol horizontal stabilisé (rectiligne, uniforme). La portance compense le poids, la propulsion compense la traînée.]

Figure 2.9. Schéma d’un avion en vol horizontal stabilisé (rectiligne, uniforme). La portance compense le poids, la propulsion compense la traînée.


C’est une relation de proportionnalité entre la vitesse de l’objet volant et sa charge alaire, c’est-à-dire sa masse M divisée par sa surface alaire S, M/S, qui représente donc la masse que porte chaque mètre carré de ses ailes. Plus la charge alaire est grande, plus la vitesse doit être élevée ! En effet, en augmentant la vitesse, on augmente la portance, et la masse qu’il est possible de soulever est alors supérieure.

Pour terminer, en prenant la masse volumique de l’air au niveau du niveau de la mer (ρ = 1,25 kg/m3) et la valeur de l’accélération de la gravité (g = 9,8 m/s2), nous pouvons calculer la valeur du coefficient de proportionnalité à cette altitude et ainsi préciser la relation : U2 ≈ 26,1 M/S, avec U en mètre par seconde.

Pour avoir une idée de ce que cela représente, estimons la charge alaire de quelques objets ailés : un Boeing 747 pèse 300 tonnes pour 510 m2 de surface d’ailes, ce qui donne une charge alaire de 700 kg/m2 pour une vitesse de 900 km/h ; un avion plus petit comme le Fokker F-27 pèse 19 tonnes, et sa surface alaire de 70 m2 impose une charge alaire de 270 kg/m2et une vitesse de 300 km/h ; enfin, un moineau de 28 grammes a une charge alaire de 4 kg/m2 et une vitesse correspondante de 35 km/h. Il apparaît bien que plus un objet volant est petit, plus sa charge alaire est faible et, par conséquent, plus sa vitesse est basse.



Des oiseaux comme des matriochkas
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Figure 2.10. Relation entre la charge alaire M/S et la masse M (M la masse de l’oiseau et S la surface de ses ailes) pour une quinzaine d’espèces d’oiseaux marins, en coordonnées logarithmiques. La pente de la droite est d’environ 1/3 (adapté de Tennekes, 2009).


Voyons plus finement l’évolution de la charge alaire d’un oiseau en fonction de sa taille. Pour ce faire, il faut consulter les travaux de deux chercheurs américains : Crawford Greenewalt (1902-1993), ingénieur chimiste passionné d’ornithologie, qui a passé de nombreuses années à mesurer le poids et la taille des ailes de divers oiseaux et insectes, et Hendrik Tennekes, né en 1936, qui fut professeur d’aéronautique à l’Université d’État de Pennsylvanie, et qui rassembla les données de Greenewalt, et celles d’autres auteurs, pour corréler la masse (M) et la charge alaire (M/S) d’une quinzaine d’espèces d’oiseaux marins. Sa courbe, tracée en échelle logarithmique, est adaptée en figure 2.10.

On y voit une très jolie loi d’échelle, où tous les points s’alignent, et au milieu desquels une droite de pente 1/3 passe de manière tout à fait satisfaisante. Cette droite montre que la charge alaire M/S est proportionnelle à la masse M élevée à la puissance 1/3, c’est-à-dire que pour toutes ces espèces d’oiseaux marins, nous observons :

[image: Illustration]


On peut réécrire cette relation sous la forme : S ∝ M2/3. Comme on l’a vu au cours du premier chapitre, cela indique que ces oiseaux sont globalement semblables les uns aux autres, c’est-à-dire que leurs proportions sont conservées, ce qui est assez surprenant si l’on considère la gamme de variation de la masse de ces oiseaux, de la centaine de grammes à la dizaine de kilogrammes, soit environ un facteur 100 ! Voilà un bel exemple de conservation des proportions dans la nature. Dans ce cas, M1/3 est alors aussi proportionnel à l’envergure des oiseaux, que nous noterons L. Nous avons donc M1/3 ∝ L, c’est-à-dire que la charge alaire est globalement proportionnelle à L. Plus un oiseau est grand et plus il peut porter de poids sur une surface donnée de ses ailes. Tout cela est strictement vrai tant que les animaux considérés sont semblables les uns aux autres, ce qui paraît être ici une bonne approximation. Qu’en est-il maintenant de leur vitesse ?



« The Great Flight Diagram » :
la loi d’échelle du vol !

Dans son ouvrage The Simple Science of Flight. From Insects to Jumbo Jets (Une science simple du vol, de l’insecte au Jumbo Jet), Hendrik Tennekes a rassemblé un nombre considérable de données et corrélé la masse et la vitesse de très nombreux animaux volants et d’aéronefs. Son graphique, qu’il a nommé, à juste titre, « The Great Flight Diagram », est adapté en figure 2.11.
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Figure 2.11. Relation entre la vitesse en vol de croisière U et la masse M, pour des insectes, des oiseaux, un ptérosaure et différentes machines volantes, en coordonnées logarithmiques. La droite est de pente 1/6 et d’expression : U ≈ 16M⅙. Les cercles évidés représentent les machines volantes à énergie solaire, le gris clair le ptérosaure, les gris foncés les insectes et les noirs les oiseaux et les avions (adapté de Tennekes, 2009).


Ici M est tracé en fonction de U, et non l’inverse, pour des raisons de clarté. Le résultat est absolument impressionnant : 12 ordres de grandeur en masse (de 10–6 à 106 kilos) et 2 en vitesse de vol (de 1 à 200 m/s) ! On trouve sur cette droite toutes sortes d’insectes (mouche, bourdon, scarabée, libellule), des oiseaux (du colibri au cygne), un ptéranodon, des planeurs, des machines volantes à énergie solaire et des avions de toutes tailles, d’un ULM à l’A380, le plus gros avion civil en service. La droite tracée sur ce graphique et autour de laquelle se disposent la majorité des points est de pente 1/6, indiquant qu’en moyenne, tout ce qui vole, ou a volé sur cette planète, suit la loi d’échelle :

U ∝ M1/6.

En clair, plus ce qui vole est lourd, plus il vole vite. Mais la puissance 1/6 étant faible, cette vitesse n’augmente pas trop vite avec la masse. Pour gagner un facteur 2 sur la vitesse, il faut augmenter la masse d’un facteur 64. Le prix à payer est donc important. Cette loi d’échelle se retrouve en combinant les deux relations précédentes6, confirmant le bien-fondé et l’universalité de ces trois lois d’échelle. Autrement dit, et avec toutes les précautions nécessaires, ce graphique nous permet d’affirmer que la plupart des animaux et objets volants respectent deux principes essentiels au vol. Tout d’abord, le respect de l’équilibre entre la portance et le poids, qui se traduit par U2 ∝ M/S, et ce bien que les méthodes de vol soient très variables. Mais aussi une certaine conservation des proportions entre surface d’aile et masse totale, ce qui assure que M/S ∝ M1/3. Grâce à cette loi d’échelle étonnamment universelle, nous avons pu extraire les mécanismes prépondérants de la physique du vol. D’autre part, comme la loi s’écrit, avec sa constante de proportionnalité : U = 16,4 M1/6, on peut avoir une estimation de la vitesse de croisière de n’importe quel objet ou animal volant, pour peu que nous connaissions sa masse.

On peut finalement réécrire la loi d’échelle précédente en faisant intervenir une taille typique de l’objet volant, par exemple son envergure L, en lieu et place de la masse. En effet, comme nous avons vu que tout ce qui vole adopte à peu près une forme similaire, nous pouvons utiliser les règles de similitude conduisant à M/S ∝ L, et comme l’équilibre portance-poids s’écrit U2∝ g(M/S), on obtient :
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En moyenne, un avion 4 fois plus grand volera 2 fois plus vite ! Mais un avion 4 fois plus grand pèse aussi 64 fois plus lourd, on retrouve le prix à payer pour gagner un facteur 2 sur la vitesse. D’autre part, cette relation peut se mettre sous la forme d’un nombre sans dimension que nous avons introduit à la section précédente : le nombre de Froude (U2/gL). Le vol est donc un mécanisme physique qui se fait à nombre de Froude constant, comme se faisait la transition de la marche à la course ! Nous commençons à entrevoir l’universalité de ce nombre sans dimension, que nous retrouverons encore dans plusieurs autres applications.

Regardons ce « Great Flight Diagram » d’un peu plus près, car il regorge d’informations intéressantes. Tout d’abord, nous voyons qu’en plus de la tendance U ∝ M1/6 le long de laquelle s’alignent tous les points, une autre ligne, pointillée, partage le diagramme en deux, en séparant les animaux et les machines. Cela signifie qu’à peu de chose près, le plus léger des aéronefs est plus lourd que le plus lourd des animaux volants ayant jamais existé. Examinons maintenant ce graphique en commençant tout en bas où nous trouvons la drosophile, ou mouche du vinaigre, qui pèse moins de 1 milligramme (10–6 kilo), et qui a une surface alaire d’environ 2 mm2 (2.10–6 m2). Comme nous avons montré la pertinence de l’équilibre portance-poids qui se réduit à U2 ≈ 26,1 M/S proche du niveau de la mer, on trouve que sa vitesse est d’environ U = 3 m/s, ce qui est bien la valeur indiquée sur la courbe. Ce qui est surprenant, c’est qu’un Boeing 747, qui est presque 400 milliards de fois plus lourd, ne vole pas plus de 100 fois plus vite… Mais en effet, 400 milliards élevé à la puissance 1/6 ne fait que 85. Notons ici que pour pouvoir conserver la proportionnalité U2 ∝ M/S, il faut garder une masse volumique ρ constante sur toute la gamme en masse : toutes les vitesses sur le graphique ont été calculées en prenant la valeur de ρ de l’air au niveau de la mer, ce qui sous-estime la vitesse des avions et oiseaux qui volent suffisamment haut pour évoluer dans un air moins dense. Typiquement, à l’altitude de vol d’un Boeing 747, soit 12 000 kilomètres, la densité de l’air vaut un quart de la densité au niveau du niveau de la mer et sa vitesse de vol est d’environ 250 m/s, soit 900 km/h, alors que sur la courbe elle avoisine les 150 m/s.

Au-dessus de la drosophile se trouvent de nombreuses espèces d’insectes (moustiques, mouches, libellules, papillons, frelons, bourdons) ; le plus gros ici est le Lucanidae, un coléoptère qui peut mesurer jusqu’à 12 centimètres de long. Il est d’ailleurs plus gros que le plus petit de tous les oiseaux, le colibri-abeille, qui mesure environ 5 centimètres et pèse moins de 2 grammes. Tous ces animaux battent continûment des ailes, pratiquant ce qu’on appelle le vol battu. Plus lourds, viennent ensuite les oiseaux de taille intermédiaire : hirondelles, merles, corneilles, mais aussi pigeons et autres colombes ; ce sont les oiseaux que nous sommes le plus habitués à voir. Ils ont les muscles du vol bien développés et pratiquent, bien souvent, comme leurs homologues de plus petite taille, un vol battu. Au-delà, nous entrons dans la gamme des grands oiseaux, dont la masse peut rendre le vol battu moins adapté que le vol plané. Les albatros, par exemple, peuvent parcourir plusieurs dizaines de milliers de kilomètres en planant, sans se reposer une seule fois. Pour ces grands oiseaux, l’envol nécessite d’atteindre une vitesse assez grande pour avoir la portance suffisante au décollage. Les aigles sautent bien souvent de falaises ou de grands arbres pour décoller. Les grands oiseaux, aquatiques ou marins comme les oies, les cygnes, les pélicans ou les albatros, n’ont pas toujours de quoi s’élever pour décoller en sautant d’un point haut. Ils peuvent alors courir à la surface de l’eau en battant vigoureusement des ailes pour atteindre la vitesse nécessaire au décollage. Dans cette gamme se trouve aussi le seul reptile volant de tout le diagramme : le ptéranodon, un des plus gros ptérosaures du Crétacé supérieur. Il est aussi l’animal le plus éloigné de la tendance moyenne : la surface de ses ailes (100 m2) était gigantesque pour sa masse (17 kilos) ! Ses muscles étaient alors probablement trop faibles pour battre souvent des ailes, ce qui devait l’obliger à planer continuellement le long du littoral où les courants ascendants sont importants. Enfin, juste en dessous de la frontière entre l’animal et la machine se trouve probablement le plus grand oiseau ayant vécu sur notre planète : l’Argentavis magnificens. C’était une sorte d’énorme condor qui planait au-dessus des Andes et de la pampa argentine il y a 6 millions d’années. Son envergure de 7 mètres lui permettait de supporter ses 70 kilos, soit 10 fois plus que le grand albatros, un des plus gros oiseaux vivant de nos jours. Les seules espèces volantes de plus de 10 kilos ont toutes disparu, ce qui suggère qu’au-dessus de ce poids un animal devient assez peu adapté pour le vol. Il y a donc peu de chances que l’homme arrive à développer cette compétence au cours de ce qui lui reste d’évolution. Dommage… Nous ne serons jamais des anges.

Passons maintenant au-dessus de la limite pointillée et entrons dans le monde des machines. Juste au-dessus se trouvent les machines les plus légères, dont la plupart sont aussi les plus éloignées de la tendance moyenne : elles sont particulièrement lentes. L’explication est simple, toutes ces machines volantes, représentées par des cercles vides sur le graphique, sont des avions solaires alimentés grâce à des panneaux solaires. Cette énergie étant limitée, la masse et la vitesse de ces avions sont réduites au maximum. Pour réduire la vitesse, ces engins doivent diminuer leur charge alaire M/S et possèdent donc des ailes démesurément grandes, ce qui leur permet aussi de maximiser la surface des panneaux solaires. Parmi tous ces points évidés, Solar Impulse est le plus performant. Avion monoplace, il peut voler de nuit comme de jour, alimenté uniquement par l’énergie solaire ; il a achevé en juillet 2016 le premier tour du monde en avion solaire. Hormis ces machines exceptionnelles, et les ULM, qui ont des contraintes similaires bien que moins fortes, tous les autres aéronefs sont regroupés autour de la tendance moyenne. Le Boeing 747, qui pèse 300 tonnes, est parfaitement sur la tendance moyenne ; en revanche le 737, qui ne pèse que 50 tonnes, dévie un peu sur la droite, c’est-à-dire qu’il a des ailes proportionnellement plus petites que son grand cousin, et est donc plus rapide proportionnellement à sa taille. Pour finir, disons un mot du Concorde, cette singularité de l’aéronautique. Sa vitesse sur la courbe est d’environ 100 m/s (360 km/h), ce qui est 6 fois plus faible que sa vitesse de croisière réelle car, comme nous l’avons vu, la vitesse qui apparaît ici est calculée avec la densité de l’air au niveau de la mer. Sa vitesse était en fait de Mach 2, soit 2 145 km/h ! Pour arriver à atteindre une telle vitesse sans devoir augmenter démesurément sa charge alaire, le Concorde volait extrêmement haut, autour de 18 kilomètres d’altitude. C’était sa seule option, car diminuer sa surface d’ailes pour augmenter sa vitesse aurait impliqué d’atteindre une vitesse supérieure pour décoller, et donc d’utiliser des pistes de décollage plus longues que celles des autres avions. Voler à très haute altitude où l’air est très peu dense lui permettait aussi de réduire la traînée, c’est-à-dire les frottements de l’air, et donc de réduire la puissance nécessaire pour atteindre cette vitesse. Ce qui n’empêchait malheureusement pas une consommation de kérosène ahurissante.



La chute libre

Pour sortir du domaine du vol, demandons-nous ce qu’il arrive… à un avion sans ailes, comme le dit la chanson. Il tombe, comme tomberait un oiseau qui ne déploierait pas les siennes ; mais tous les animaux ne sont pas égaux devant la chute. Pour illustrer cela, rien ne vaut cette célèbre citation du généticien britannique J. B. S. Haldane (1892-1964) dans son texte On Being the Right Size (« Une question de taille », 1928) :

Pour la souris et les bestioles plus petites, [la gravité] ne présente aucun danger. Laissez tomber une souris dans un puits de mine de 900 mètres de profondeur, elle sera un peu sonnée par l’atterrissage mais se remettra bien vite à trottiner. Un rat sera tué sur le coup, un homme sera fracassé et un cheval explosera.



Plus un animal est gros et plus il souffre lors d’une chute. Lorsqu’un objet, vivant ou non, tombe, son poids le tire vers le bas et les frottements de l’air génèrent une force de traînée de sens opposé Ft qui ralentit sa chute. Cette force aérodynamique est de nature semblable à la force de portance, elle dépend des mêmes variables, et a donc la même forme :

Ft ~ ρU2S.

Si l’objet est lâché avec une vitesse nulle, il commence tout d’abord par accélérer sous l’effet de la gravité. Sa vitesse augmente, la force de traînée qu’il ressent augmente donc aussi (Ft∝ U2, proportionnellement au carré de la vitesse), et ce, jusqu’à ce que sa vitesse soit telle que la force de traînée devienne égale à son poids. Dans ce cas, Ft et Fg s’équilibrent, l’objet n’accélère plus et la chute se fait à vitesse constante dite vitesse de chute libre. Pour obtenir l’expression de cette vitesse, il suffit alors d’écrire cet équilibre : Mg ~ ρU2S. Si on ne compare que des objets de densité proche et de forme à peu près semblable, on peut utiliser les règles de similitude, et avec L la taille caractéristique, cette expression se réduit à7 :
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La vitesse de chute libre augmente donc comme la racine carrée de la taille de l’objet. Un cheval étant environ 200 fois plus grand qu’une souris, il tombe ([image: Illustration]) 15 fois plus vite, ce qui est sans doute suffisant pour rendre compte de ce que décrit Haldane. On remarque que ce système conserve encore son nombre de Froude (Fr = U2/gL). Il se trouve que dans tous ces phénomènes (marche, vol, chute) la gravité est un mécanisme essentiel. On verra au chapitre suivant que le nombre de Froude est pertinent dans tous les systèmes dont la dynamique est induite par un équilibre entre la gravité et l’inertie.

Rappelons pour terminer que la chute libre dans le vide est bien différente : la vitesse d’un objet est alors indépendante de sa taille ou de sa masse. Une plume et une enclume lâchées de la même hauteur dans le vide arriveront en même temps et avec la même vitesse sur le sol, comme les astronautes ont pu en faire l’expérience sur la Lune. Si ce résultat, découvert par Galilée au début du XVIIe siècle, est si contre-intuitif, c’est parce qu’il est contraire à ce que nous observons quotidiennement autour de nous, en présence d’air.





Nage

Pour qu’un animal ou une machine vole, il faut avant tout qu’une force de portance, verticale et dirigée vers le haut, s’exerce sur lui, et soit suffisamment forte pour contrebalancer son poids. Il peut dès lors se propulser en générant une force horizontale, en battant des ailes ou à l’aide de moteurs. Dans l’eau, les enjeux sont similaires : ne pas sombrer comme une enclume, et savoir se propulser, mais les priorités sont différentes car l’eau a une densité 1 000 fois plus grande que l’air. La plupart des animaux ayant une densité assez proche de celle de l’eau, la force verticale dont ils ont besoin pour ne pas couler reste faible. Les nageoires des poissons sont de ce fait nettement plus petites que les ailes des oiseaux (voir figure 2.12). Mais l’augmentation de la densité entraîne aussi une augmentation de la force de résistance : la traînée est supérieure dans l’eau que dans l’air. La principale préoccupation des poissons sera donc de se propulser de manière suffisamment efficace pour vaincre la traînée.

[image: Figure 2.12. Forme du corps durant le cycle de propulsion d’un Squalus, un type de requin (chronophotographie de E.-J. Marey).]

Figure 2.12. Forme du corps durant le cycle de propulsion d’un Squalus, un type de requin (chronophotographie de E.-J. Marey).


Pendant des millions d’années, dans les océans, les mers et les fleuves, les animaux aquatiques ont développé des compétences tout à fait extraordinaires pour se propulser. Il existe d’ailleurs toutes sortes de locomotions aquatiques ; la plupart des micro-organismes utilisent un ou plusieurs flagelles pour assurer leur mobilité, de nombreux insectes aquatiques, ou autres palmipèdes par exemple, utilisent leurs pattes comme des rames, d’autres, comme les calamars, les méduses ou les coquilles Saint-Jacques se propulsent en projetant de l’eau vers l’arrière. Nous n’aborderons pas toutes ces méthodes, c’est un champ de recherche très actif et il existe de nombreux ouvrages spécialisés à ce propos. On s’intéressera ici au mécanisme de propulsion le plus caractéristique de la locomotion aquatique : la nage ondulatoire. Elle est pratiquée par une grande variété de poissons, mais aussi des reptiles, des amphibiens comme les têtards, certains oiseaux comme les manchots et des mammifères tels que les dauphins, les baleines ou les phoques. Ces organismes peuvent être de tailles assez différentes, de quelques centimètres jusqu’à 30 mètres. Le principe de cette nage consiste à se propulser vers l’avant en propageant, vers l’arrière, une onde dans tout le corps, ou seulement dans une partie comme c’est le cas sur l’exemple de la figure 2.12. C’est une stratégie diaboliquement efficace ! Les dauphins, par exemple, un des animaux marins les plus rapides, se déplacent avec une grâce et une aisance fascinantes. Bien qu’il ne soit pas aisé d’établir des records de vitesse entre poissons, le thon jaune ou albacore aurait été enregistré à 75 km/h, et le marlin, considéré comme le plus rapide des animaux marins, à 130 km/h ! Impressionnant, surtout sachant que le meilleur humain ne dépasse pas les 9 km/h. Leurs performances en accélération sont tout aussi stupéfiantes, le brochet pourrait atteindre des accélérations 20 fois supérieures à celle de la gravité lorsqu’il fond sur une proie, alors que la plus performante des voitures atteint une fois et demie la gravité au démarrage…

La nage ondulatoire et le nombre de Strouhal

Pour étudier cette méthode de propulsion, considérons un poisson, représenté en figure 2.13, de taille typique L, qui se propulse à une vitesse U, grâce à son mouvement de nage ondulatoire, et dont l’amplitude et la fréquence de battements de la nageoire caudale sont notées respectivement A et f.

[image: Figure 2.13. Poisson de longueur L se propulsant à la vitesse U en poussant une masse d’eau ρL3 à chaque battement de queue, dont la fréquence et l’amplitude sont notées respectivement f et A. Chaque masse d’eau reçoit une accélération Af2 multipliée par l’angle A/L (adapté de Gazzola, 2014).]

Figure 2.13. Poisson de longueur L se propulsant à la vitesse U en poussant une masse d’eau ρL3 à chaque battement de queue, dont la fréquence et l’amplitude sont notées respectivement f et A. Chaque masse d’eau reçoit une accélération Af2 multipliée par l’angle A/L (adapté de Gazzola, 2014).


Le principe de propulsion repose sur l’interaction entre le propulsé et ce qui l’entoure. Si une créature applique une force sur son environnement, elle reçoit en retour une force de réaction qui la propulse. C’est exactement ce que fait un poisson en ondulant la nageoire. À chaque battement de queue, il met en mouvement un volume de liquide, que l’on supposera proportionnel à la taille du poisson au cube : L3. En déplaçant cette masse ρL3 de liquide, le poisson se propulse, comme s’il prenait appui sur l’eau pour avancer. La force de réaction qu’il engendre ainsi est égale à la masse d’eau déplacée multipliée par son accélération (seconde loi de Newton). Or une accélération est en L/T2. Pour construire l’accélération de l’eau poussée par la nageoire caudale, on prend l’amplitude A de l’ondulation comme longueur typique et l’inverse de la fréquence, 1/f, comme temps typique, ce qui donne ainsi une accélération proportionnelle à Af2. Cette accélération faisant un angle avec le déplacement (U), il faut la pondérer par l’angle que fait la queue avec l’axe du corps. En effet, quand l’angle est nul, le poisson est dans une position rectiligne, il pousse l’eau sur le côté, perpendiculairement à U, ce qui n’a aucun effet propulsif. Supposant que l’amplitude des oscillations est faible par rapport à la longueur du poisson, cet angle est toujours suffisamment petit pour être approximé à A/L. L’accélération du volume d’eau s’écrit donc Af 2 × A/L. Multipliée par la masse du volume ρL3, elle donne la force de propulsion, qui est proportionnelle à :

ρf 2A2L2.

D’autre part, lorsque le poisson avance dans l’eau, il est freiné par les frottements avec l’eau. Cette force de traînée, introduite dans la section précédente, est proportionnelle à ρU2L2. L’eau étant 1 000 fois plus dense que l’air, cette force de traînée est 1 000 fois supérieure pour les poissons que pour les oiseaux : l’eau freine beaucoup plus que l’air, à tel point que le sous-marin le plus rapide atteint à peine 80 km/h ! En nage de croisière, lorsque la vitesse du poisson est constante, la traînée est la seule force qui s’oppose au mouvement ; elle équilibre donc exactement la force de propulsion, comme indiqué sur la figure 2.13. On peut donc écrire cet équilibre traînée-propulsion, qui se réduit à :

U ~ fA.

L’équilibre de la propulsion et de la traînée conduit ainsi à une relation simple entre la vitesse du poisson et sa vitesse de battement de nageoire : plus le poisson ondule vite, plus il va vite. Cette relation peut se réécrire sous une forme sans dimension :

St = constante,

où :

St = fA/U

est le nombre de Strouhal, nombre sans dimension qui apparut à la fin du XIXe siècle à la suite des travaux du physicien tchèque Vincent Strouhal, et qui fut introduit dans ce contexte de nage dans les années 1990.

Ce nombre sans dimension est extrêmement important en mécanique des fluides et son interprétation est cruciale pour comprendre la physique de la nage ondulatoire. Mais, avant tout, il nous faut confronter ce résultat à la réalité de la nature. La figure 2.14 présente ainsi le nombre de Strouhal mesuré pour différents animaux en fonction de leur taille L. Nous observons que dans la majeure partie des cas, il est compris entre 0,2 et 0,4, il est donc effectivement constant, environ égal à 0,3, sur une large gamme de tailles, de 5 centimètres à presque 5 mètres :

St = [image: Illustration] ≈ 0,3.

Cette figure valide donc ce modèle de propulsion ondulatoire utilisé par de nombreux animaux aquatiques. Ces données rassemblent des nageurs aussi différents que des mammifères marins (phoques, lamantins, dauphins, orques, baleines…), des requins, des scombridés (maquereaux, thons…), des perciformes et des salmoniformes (truites, saumons, morues…), des poissons dit « allongés » (aiguilles, anguilles…) et d’autres poissons qui n’entrent dans aucune de ces grandes familles (poissons rouges, esturgeons, mulets, lieus…).

[image: Figure 2.14. Nombre de Strouhal, St = fA/U, en fonction de la taille du nageur considéré. Ces données (tracées à partir d’Eloy, 2012) comprennent des animaux de tailles et de formes très différentes, du poisson rouge (5 centimètres) à l’orque (5 mètres), regroupés sous six grandes familles, représentées avec un marqueur différent.]

Figure 2.14. Nombre de Strouhal, St = fA/U, en fonction de la taille du nageur considéré. Ces données (tracées à partir d’Eloy, 2012) comprennent des animaux de tailles et de formes très différentes, du poisson rouge (5 centimètres) à l’orque (5 mètres), regroupés sous six grandes familles, représentées avec un marqueur différent.


On ne considère pas ici le cas des petits nageurs, ceux pour lesquels la force de traînée qui s’oppose à la propulsion change de nature et devient visqueuse. Dans ce cas, le nombre de Strouhal n’est plus constant et les mécanismes en jeu sont différents. Il existe en revanche, dans ce domaine, une autre loi d’échelle qui découle de l’équilibre entre propulsion et résistance visqueuse, et le lecteur intéressé pourra trouver la référence dans la bibliographie en fin de volume.



Mais… les oiseaux aussi battent des ailes pour avancer !

Dans la section précédente autour de la physique du vol, nous avons réuni une gamme extrêmement large d’animaux et de machines volantes sur une même loi, en invoquant un principe absolument essentiel pour voler : la portance doit nécessairement équilibrer le poids. Cela dit, pour avancer dans les airs, tous ces animaux et objets volants doivent aussi se propulser vers l’avant et vaincre la force de traînée. Si l’on se concentre sur les animaux qui battent des ailes, on peut aussi déterminer un nombre de Strouhal : St = fA/U, où f est la fréquence de battement des ailes, A l’amplitude de battement et U la vitesse en vol de croisière. C’est ainsi que les nombres de Strouhal de 42 espèces différentes qui pratiquent le vol battu, dont 14 familles d’oiseaux, 6 de chauves-souris et 2 d’insectes, ont été rassemblés sur la figure 2.15, du papillon au grand albatros. Comme pour tous les nageurs que nous avons étudiés, tous ces animaux volants ont aussi un nombre de Strouhal voisin de 0,3.

[image: Figure 2.15. Nombre de Strouhal pour 42 espèces d’oiseaux, de chauves-souris et d’insectes en vol de croisière. Les lignes pointillées marquent la gamme dans laquelle la plupart des animaux volants considérés se situent (adapté de Taylor, 2003).]

Figure 2.15. Nombre de Strouhal pour 42 espèces d’oiseaux, de chauves-souris et d’insectes en vol de croisière. Les lignes pointillées marquent la gamme dans laquelle la plupart des animaux volants considérés se situent (adapté de Taylor, 2003).


Il est extraordinaire que ce nombre sans dimension conserve la même valeur pour autant d’espèces si différentes incluant des insectes, des poissons, des oiseaux et des mammifères ! Dans la suite, nous verrons que cette loi d’échelle repose sur un mécanisme encore plus universel. Mais avant cela, il faut réaliser que cette relation peut se réécrire U = fA/0,3 ≈ 3fA. Cela signifie que, quel que soit l’animal considéré, sa vitesse est toujours à peu près 3 fois sa vitesse de battement. C’est-à-dire qu’il semble exister une allure optimisée en fonction de la taille, et probablement de la physiologie, pour tous les animaux dont la propulsion est basée sur le battement. Pour comprendre ce qui est à l’origine de cette sélection d’allure, il va falloir s’intéresser à ce qu’il se passe en aval des ailes ou des nageoires.



L’allée de tourbillons de Bénard-von Kármán

Commençons par une expérience : prenons un brin d’herbe assez long, plaçons-le entre nos deux pouces, ongles face à nous, et soufflons dessus suffisamment fort. Comme chacun sait, on émet ainsi un sifflement puissant et strident ! Pour comprendre l’émission de ce son, considérons l’expérience modèle d’un écoulement d’eau autour d’un cylindre. Sur l’image de gauche de la figure 2.16 un cylindre est placé à gauche, perpendiculairement à l’image, en travers d’un écoulement d’eau qui va de la gauche vers la droite.

[image: Figure 2.16. À gauche : allée de Bénard-von Kármán en aval d’un cylindre. De l’eau s’écoule à 1,4 cm/s sur un cylindre de diamètre 1 centimètre. Les tourbillons sont visualisés grâce à un colorant blanc illuminé par un laser (tiré de Van Dyke, 1982). À droite : photo satellite (1999) montrant une allée de Bénard-von Kármán générée par l’interaction du vent et des montagnes de l’archipel Juan Fernández. L’île, en haut à gauche, mesure approximativement 10 kilomètres sur 5 et culmine à environ 1 000 mètres.]

Figure 2.16. À gauche : allée de Bénard-von Kármán en aval d’un cylindre. De l’eau s’écoule à 1,4 cm/s sur un cylindre de diamètre 1 centimètre. Les tourbillons sont visualisés grâce à un colorant blanc illuminé par un laser (tiré de Van Dyke, 1982). À droite : photo satellite (1999) montrant une allée de Bénard-von Kármán générée par l’interaction du vent et des montagnes de l’archipel Juan Fernández. L’île, en haut à gauche, mesure approximativement 10 kilomètres sur 5 et culmine à environ 1 000 mètres.


De l’encre est placée sur le cylindre pour pouvoir visualiser l’écoulement en aval du cylindre. Nous observons que la séparation de l’écoulement induit une émission de tourbillons, alternativement une fois à droite, une fois à gauche du cylindre. Les tourbillons sont ensuite entraînés vers l’aval par l’écoulement tout en s’arrangeant selon une allée régulière, appelée allée de Bénard-von Kármán. La fréquence d’émission de ces tourbillons est constante si la vitesse de l’écoulement ne change pas. Elle est caractérisée par le nombre de Strouhal, qui fut utilisé pour la première fois en 1915 par le physicien britannique lord Rayleigh, pour rendre compte de ce phénomène de détachement tourbillonnaire. Il est alors défini comme :

St = fD/U,

où f est la fréquence de détachement des tourbillons, D le diamètre du cylindre et U la vitesse de l’écoulement.

Ce phénomène de détachement de tourbillons derrière un obstacle allongé est assez simple à observer dans la nature : il suffit par exemple de regarder en aval d’une pile de pont. Il se retrouve pour une grande gamme de vitesses et de tailles, et se produit toujours à un nombre de Strouhal constant, environ 0,2, soit presque la valeur observée pour le vol et la nage. Dans le cas du brin d’herbe, l’allée de tourbillons émet une fréquence audible en se détachant et produit le fameux sifflement. C’est le même phénomène qui se produit lorsqu’on entend un son caractéristique émis par les câbles de téléphone, ou les lignes à haute tension, par fort vent. Ce son fut d’ailleurs à l’origine des premières expériences de Vincent Strouhal, qui s’étonnait d’entendre chanter ainsi les câbles télégraphiques. À une vitesse de vent suffisamment élevée, ces allées de tourbillons alternés peuvent s’observer à des échelles bien plus grandes. La photo satellite de la figure 2.16 en fournit un exemple particulièrement spectaculaire : l’île de Robinson Crusoé, située à 666 kilomètres au large des côtes chiliennes, et culminant à presque 1 kilomètre d’altitude, peut provoquer de magnifiques allées de Bénard-von Kármán. Cette gigantesque structure périodique, photographiée de l’espace, persiste ici sur plus de 100 kilomètres ! Ces exemples illustrent à quel point ce phénomène peut persister à différentes échelles et dans différents contextes.



Le contrôle des tourbillons,
un mécanisme universel de propulsion !

Regardons maintenant d’un peu plus près les tourbillons qui constituent ces allées de Bénard-von Kármán. On observe sur les images de la figure 2.16, et sur celle de la figure 2.17(a) où une aile statique a été mise dans un écoulement, que les tourbillons tournent de telle sorte qu’ils génèrent un écoulement central qui s’oppose au mouvement. Sur la figure 2.17(a) on a représenté le sens de rotation des tourbillons et, à droite, le profil de vitesse du jet ainsi formé. Tout se passe comme si l’aile avançait en propulsant un jet d’eau devant elle ; elle est donc freinée, comme l’est un pompier essayant d’avancer avec une lance à incendie ouverte. Ces tourbillons génèrent une force de traînée, et sont un frein à la locomotion. Un oiseau qui plane, le brin d’herbe que nous faisions siffler ou une pile de pont dans une rivière, tous ressentent cette force due au détachement tourbillonnaire. Mais alors, si cette force s’oppose au mouvement, comment les poissons et oiseaux peuvent-ils se propulser ?

[image: Figure 2.17. Observation des tourbillons dans le sillage d’un obstacle en forme d’aile. La flèche indique le sens de l’écoulement du fluide. Dans la figure (a), l’obstacle est statique. Dans la figure (b), où l’obstacle oscille, les tourbillons tournent dans le sens opposé. Dans les deux cas, le sens de rotation des tourbillons et le profil moyen de vitesse du fluide sont représentés : en (a) un jet s’oppose à l’écoulement, générant une force de traînée, alors qu’en (b) le jet dans le sens de l’écoulement engendre une poussée responsable de la propulsion (adapté de Marais, 2011).]

Figure 2.17. Observation des tourbillons dans le sillage d’un obstacle en forme d’aile. La flèche indique le sens de l’écoulement du fluide. Dans la figure (a), l’obstacle est statique. Dans la figure (b), où l’obstacle oscille, les tourbillons tournent dans le sens opposé. Dans les deux cas, le sens de rotation des tourbillons et le profil moyen de vitesse du fluide sont représentés : en (a) un jet s’oppose à l’écoulement, générant une force de traînée, alors qu’en (b) le jet dans le sens de l’écoulement engendre une poussée responsable de la propulsion (adapté de Marais, 2011).


La figure 2.17(b) présente la même aile que 2.17(a), dans le même écoulement, mais cette fois l’aile oscille. Cette oscillation a comme conséquence remarquable, et vitale pour toute une classe d’animaux, de changer le sens de rotation des tourbillons ! En effet, en changeant le sens de rotation des tourbillons, le jet généré par ces tourbillons change aussi de sens, comme cela apparaît à droite de la figure, transformant une force de traînée, résistive, en une force de propulsion, essentielle à la locomotion de tous les animaux apparaissant dans les figures 2.14 et 2.15. Autrement dit, en battant des ailes ou des nageoires, les aspirants au mouvement vont pouvoir éjecter une allée de tourbillons inversés qui, en générant un jet vers l’arrière, les propulse avec une efficacité qui dépend de l’amplitude et de la fréquence d’oscillation.

La transition entre les deux régimes est observée pour une valeur du nombre de Strouhal de l’ordre de 0,15. C’est pourquoi dans les figures 2.14 et 2.15 aucun animal ne se trouve en dessous de 0,15. Pour des valeurs supérieures à 0,4, l’allée de tourbillons perd son efficacité, réduisant la propulsion des animaux qui se retrouvent dans ce régime. C’est donc pour des valeurs du nombre de Strouhal comprises entre 0,2 et 0,4 que les tourbillons vont croître le plus efficacement, optimisant la puissance du jet central, et donc la propulsion. Comme la physiologie et la morphologie des animaux qui utilisent ce type de propulsion contraignent leur fréquence et leur amplitude de battement, tous possèdent une vitesse de croisière, qui pour un nombre de Strouhal d’environ 0,3 rend leur locomotion la plus efficace.

[image: Figure 2.18. Représentation d’un poisson utilisant les tourbillons formés en aval d’une pierre ; en changeant leur sens de rotation et en les détachant dans son sillage il peut se propulser (adapté de Triantafyllou, 1995).]

Figure 2.18. Représentation d’un poisson utilisant les tourbillons formés en aval d’une pierre ; en changeant leur sens de rotation et en les détachant dans son sillage il peut se propulser (adapté de Triantafyllou, 1995).


En plus d’adapter leur vitesse pour tirer le maximum des tourbillons détachés, les poissons sont devenus des experts pour en maîtriser la formation, la trajectoire, et même le sens de rotation. Ils savent par exemple récupérer et exploiter des tourbillons formés devant eux par des pierres (figure 2.18), par des collègues qui les précéderaient, ou encore par des embarcations humaines. Cela expliquerait pourquoi les dauphins se plaisent à suivre les bateaux.

Si les tourbillons en amont ont été émis par des solides immobiles, ils tournent dans le mauvais sens, comme sur l’exemple (a) de la figure 2.17. Dans ce cas, les poissons les font glisser sur leur corps et changent leur sens de rotation avant de les réémettre dans leur sillage, comme sur le schéma de la figure 2.18. Cette stratégie est extrêmement efficace car cela coûte moins d’énergie de changer le sens de rotation d’un tourbillon que de le générer. Les poissons peuvent ainsi nager en se fatiguant le moins possible, ce qui s’avère bien utile dans des voyages aussi ardus que la remontée des cours d’eau.

Pour finir, notons que la formation d’une allée de tourbillons inversés respectant un nombre de Strouhal autour de 0,3 n’est pas la seule condition pour une propulsion efficace, mais elle semble nécessaire. Par ailleurs, de récentes expériences ont montré que la flexibilité des profils de nageoires est aussi essentielle pour la performance propulsive du système.





Marche sur l’eau

La marche sur l’eau s’apparente, pour nous humains, plus à un superpouvoir, ou un miracle, qu’à quelque chose de naturel. Cela est dû à notre masse qui, comme nous le voyons depuis le début de cet ouvrage, contraint fortement notre expérience du monde. Si nous sautons dans le vide, même d’un petit mètre, nous pouvons nous briser les os, alors qu’une fourmi tombera comme un parachutiste retenu par la traînée et atterrira sans heurt. Quel que soit le type de semelle que nous mettions, il nous est impossible de marcher sur les murs ou au plafond, notre poids nous tirant indéfectiblement vers le sol, alors que rien n’est plus simple pour un insecte ou une araignée. La vie des arthropodes est bien différente, et notamment parce que, leur masse étant beaucoup plus faible que la nôtre, ils sont moins asservis que nous au joug de la gravité.

[image: Figure 2.19. Photo d’un gerris à la surface de l’eau.]

Figure 2.19. Photo d’un gerris à la surface de l’eau.


Les petits animaux vivent dans un monde où les lois de la physique nous semblent bien étranges. Un aspect de cet univers intrigant est la capacité qu’ont certains d’entre eux de marcher sur l’eau, tel le gerris (figure 2.19), un genre de punaise, communément mais improprement appelée « araignée d’eau » du fait de ses longues pattes. Cet insecte bouge sur l’eau avec une agilité surprenante, il peut glisser tranquillement, il peut prendre le vent et naviguer sans effort, et s’il est en danger, il peut galoper comme un cheval ou sauter de plusieurs centimètres au-dessus de la surface. Pour comprendre les mécanismes qui lui permettent de ne pas couler et de se mouvoir avec autant d’aisance, il faut introduire la tension de surface.

La tension de surface

[image: Figure 2.20. Photo d’une aiguille posée à la surface de l’eau. Le schéma du bas représente une section de l’aiguille et de la surface du liquide. Le poids de l’aiguille est compensé par la force de tension de surface dirigée vers le haut.]

Figure 2.20. Photo d’une aiguille posée à la surface de l’eau. Le schéma du bas représente une section de l’aiguille et de la surface du liquide. Le poids de l’aiguille est compensé par la force de tension de surface dirigée vers le haut.


Commençons par une nouvelle expérience : remplissez un verre, prenez une aiguille et posez-la délicatement sur la surface de l’eau ; si vous êtes suffisamment délicat, vous pourrez la faire tenir sur la surface comme sur la photo de la figure 2.20, si en revanche vous la jetez nonchalamment, elle transpercera la surface et coulera au fond du verre, car sa densité est bien supérieure à celle de l’eau. À la différence des bateaux qui flottent grâce à la poussée d’Archimède, l’aiguille, plus dense que l’eau, tient à la surface car elle est maintenue par une force, due à ce qu’on appelle la tension de surface. Cette force est à l’origine de tous les phénomènes dits capillaires ou de capillarité, appelés ainsi car ils se manifestent à des échelles qui sont proches de celle du cheveu.

Pour comprendre l’origine de cette force capillaire, il faut admettre que les molécules qui constituent un fluide détestent être en contact avec des molécules qui ne seraient pas du même fluide, par exemple des molécules d’air. Autrement dit, un liquide essaie toujours de minimiser sa surface extérieure pour qu’un minimum de ses molécules soit en contact avec des fluides différents. Cette caractéristique confère à sa surface une force qui va s’opposer à toute déformation, un peu comme un trampoline qui, si on le déforme, génère une force pour revenir à son état d’équilibre.

Revenons à notre aiguille posée à la surface de l’eau. Deux forces s’appliquent sur elle (voir schéma de la figure 2.20) : le poids, qui la tire vers le bas et tend à déformer la surface, et la tension de surface, qui tire l’objet vers le haut pour lutter contre la déformation de la surface. Comme cela est indiqué sur le schéma, la force de tension de surface s’applique au niveau de la ligne de contact, c’est-à-dire à l’endroit où l’interface eau-air rencontre le solide. Cette force est proportionnelle à la longueur de la ligne de contact entre l’eau et l’aiguille ; et le coefficient de proportionnalité est la tension de surface ou tension superficielle, que l’on note gamma (γ) :

Fγ = γ × P,

où P est la longueur de la ligne de contact, c’est-à-dire le périmètre mouillé de l’aiguille. Ici P vaut donc environ 2 fois la longueur L de l’aiguille. γ est une propriété physico-chimique de l’interface liquide-gaz. On vérifie au passage que c’est bien une force (newton) par unité de longueur (mètre), de sorte que γ × P soit bien homogène à une force.

Cette force permet au gerris de rester à la surface de l’eau. On voit sur la figure 2.19 que 3 paires de pattes sont posées à la surface, et que chaque paire a une longueur différente que nous noterons L1, L2 et L3. Il est alors simple d’avoir une bonne estimation de la force de tension de surface qui s’oppose au poids du gerris ; il suffit de calculer le périmètre de ces 3 paires de pattes : P = (2L1 + 2L2 + 2L3) × 2, et de le multiplier par la tension de surface, ce qui donne finalement :

Fγ = 2γ(2L1+2L2+2L3).



Tension de surface et gravité :
le nombre de Bond

Cette tension de surface, la force qu’elle génère, et plus généralement les effets de la capillarité, ne sont pas intuitifs à notre échelle car nous ne les ressentons presque jamais. En effet, ils sont bien souvent négligeables pour des êtres aussi grands que nous car ils sont masqués par l’influence de la gravité. C’est en revanche une propriété absolument cruciale à petite échelle. J. B. S. Haldane écrit en 1928 à ce propos :

Un insecte se moque bien de la pesanteur ; il peut tomber sans aucun danger et s’accrocher au plafond sans risque. Il peut se permettre des systèmes de support extravagants comme les longues pattes de la tipule, mais il est une force qui se révèle aussi redoutable pour l’insecte que la gravité pour les mammifères. C’est la tension superficielle. Un homme sortant du bain entraîne avec lui une couche d’eau de quelques dixièmes de millimètre, qui pèse environ 500 grammes. Une souris sortant de l’eau doit porter l’équivalent de son propre poids. Une mouche, qui doit porter plusieurs fois son poids, se retrouve souvent dans une situation désespérée. Pour un insecte, se désaltérer est aussi risqué que, pour un homme, se pencher au-dessus d’un précipice pour cueillir un fruit. Si l’insecte est pris par la tension superficielle de l’eau – s’il se mouille –, il a de fortes chances de périr noyé. Quelques insectes, comme le gerris, trouvent le moyen de marcher sur l’eau sans se mouiller, mais la plupart ont développé de longs proboscis (trompes) qui leur permettent d’étancher leur soif à distance.



Comparons en effet les forces gravitaire (Fg) et capillaire (Fγ) sur une série d’objets de tailles différentes posés à la surface d’un liquide (des aiguilles par exemple). Pour des raisons de simplicité nous considérons ces objets comme étant de même forme, c’est-à-dire semblables les uns aux autres. Ils ne possèdent donc qu’une taille caractéristique, que nous appelons L, et satisfont aux règles de similitude. Le poids et la force de tension de surface sont respectivement proportionnels à ρgL3 et γL, si bien que leur rapport est proportionnel à un nombre sans dimension, d’une importance majeure en hydrodynamique, le nombre de Bond :

[image: Illustration]


Ce nombre sans dimension, qui compare les effets de la gravité et de la tension de surface, porte le nom du physicien anglais Wilfrid Noel Bond (1897-1937), qui l’utilisait alors qu’il travaillait sur une méthode de mesure fine de la tension de surface8.

Selon les systèmes considérés, la taille caractéristique L est plus ou moins simple à choisir ; cependant, si la taille choisie est pertinente, alors la limite entre prédominance des effets capillaires et gravitaires se fait autour de Bo = 1, c’est-à-dire pour une longueur, dite longueur capillaire et souvent notée Lc :

[image: Illustration]


Pour une aiguille en acier posée à la surface de l’eau, cette longueur vaut approximativement Lc ≈ 1 millimètre. Si nous prenons une aiguille dont le rayon9 est inférieur à Lc, alors le nombre de Bond est inférieur à 1 et la tension de surface peut supporter le poids : Fγ > Fg. Si maintenant on prend une aiguille plus épaisse, dont le rayon dépasse la taille critique Lc, le nombre de Bond passe au-dessus de 1, le poids devient plus grand que la force de tension de surface, Fγ < Fg, et l’aiguille transperce la surface et coule. La taille étant au carré dans le nombre de Bond, il augmente très rapidement avec la dimension de l’organisme, rendant la capacité à flotter par effet capillaire rapidement inaccessible à mesure que la taille augmente.



Se tenir et marcher à la surface de l’eau

Pour que le gerris se tienne à la surface de l’eau, il faut que les forces de tension de surface qui le portent, Fγ, puissent être supérieures à son poids Fg. Pour en apprendre un peu plus sur cet équilibre de forces, la figure 2.21 présente la force capillaire accessible en fonction du poids pour 342 espèces différentes de gerris ! Le poids est exprimé en newton, et la masse équivalente est indiquée en gramme sur la partie supérieure du graphe. La force capillaire est aussi exprimée en newton, et le périmètre mouillé équivalent des pattes de chaque insecte est indiqué en centimètre sur la partie droite du cadre. Cette courbe représente donc aussi le périmètre des pattes en contact avec l’eau en fonction de la masse des insectes.

[image: Figure 2.21. Relation entre la force de tension de surface Fγ = γP et le poids Fg = Mg, pour 342 espèces de gerris. γ est la tension de surface de l’eau douce (prise à 67 mN.m–1) ou de l’eau de mer (prise à 78 mN.m–1) selon les cas. La masse M est indiquée sur la partie supérieure du cadre (calculée avec g ≈ 10 m.s–2). Le périmètre P des pattes en contact avec l’eau est indiqué sur la partie droite du cadre (estimé en divisant Fγ par la tension de surface moyenne, 70 mN.m–1). En insert, A est un enfant Gerris remigis, B est un adulte Gerris remigis et C un Gigantometra gigas. Les longueurs L1, L2 et L3 sont indiquées sur B. La droite représente l’équilibre des forces Fγ = Fg. Une similitude entre insectes impliquerait Fγ ∝ Fg1/3, qui est indiquée par la droite pointillée notée Similitude (adapté de Hu, 2003).]

Figure 2.21. Relation entre la force de tension de surface Fγ = γP et le poids Fg = Mg, pour 342 espèces de gerris. γ est la tension de surface de l’eau douce (prise à 67 mN.m–1) ou de l’eau de mer (prise à 78 mN.m–1) selon les cas. La masse M est indiquée sur la partie supérieure du cadre (calculée avec g ≈ 10 m.s–2). Le périmètre P des pattes en contact avec l’eau est indiqué sur la partie droite du cadre (estimé en divisant Fγ par la tension de surface moyenne, 70 mN.m–1). En insert, A est un enfant Gerris remigis, B est un adulte Gerris remigis et C un Gigantometra gigas. Les longueurs L1, L2 et L3 sont indiquées sur B. La droite représente l’équilibre des forces Fγ = Fg. Une similitude entre insectes impliquerait Fγ ∝ Fg1/3, qui est indiquée par la droite pointillée notée Similitude (adapté de Hu, 2003).


Comme attendu, on observe que la force capillaire est toujours supérieure au poids puisque tous les points se situent au-dessus de la droite indiquant l’équilibre des forces Fγ = Fg. Autrement dit, le nombre de Bond de tous ces insectes est inférieur à 1. Cependant, la marge de sécurité se réduit à mesure que les insectes grandissent : plus l’organisme est gros, moins la tension de surface est efficace. Cela est mis en évidence par la ligne pointillée notée Similitude, qui indique la tendance que devraient suivre les insectes s’ils conservaient une forme similaire, c’est-à-dire le même rapport périmètre mouillé sur poids. En effet, dans ce cas, ils n’auraient qu’une longueur caractéristique L et nous aurions : Fγ∝ L et Fg ∝ L3, soit Fγ∝ Fg1/3.

Cependant, les points correspondant aux différents gerris ne suivent pas cette loi de similitude, et se rapprochent moins vite de l’équilibre fatidique Fγ = Fg. Cela signifie que la nature a cherché à conserver cette faculté de marcher sur l’eau, et ainsi à permettre à de grands gerris d’exister. Pour ce faire, la longueur des pattes croît proportionnellement plus vite que leur masse. Cela s’observe bien sur les trois gerris représentés sur la figure et notés A, B et C ; leurs pattes croissent effectivement beaucoup plus vite que leur corps. Grâce à cette forme favorable, le plus grand gerris (noté C), Gigantometra gigas, dépasse 3 grammes pour 20 centimètres de long, et peut vivre à la surface de l’eau. S’il avait la même forme que B pour le même poids, il serait sur la courbe de similitude, donc en dessous de l’équilibre des forces, et les forces capillaires ne pourraient alors plus le maintenir à la surface.

Il n’existe pas seulement une taille maximale pour ces insectes, mais aussi une taille minimale, en dessous de laquelle il semble difficile de vivre à la surface de l’eau. Cette limite se situe aux alentours de 0,1 milligramme. Pour cette taille, si l’insecte perce la surface de l’eau, il devra fournir une force de l’ordre de 100 fois son poids pour s’en extirper. Il y a de grandes chances pour que des animaux plus petits ne puissent fournir cette force nécessaire et meurent noyés, incapables de se sortir d’un tel piège.



Un homme pourrait-il marcher sur l’eau par capillarité ?

« Le soir étant venu, la barque était au milieu de la mer, et Jésus était seul à terre. Il vit qu’ils avaient beaucoup de peine à ramer ; car le vent leur était contraire. À la quatrième veille de la nuit environ, il alla vers eux, marchant sur la mer, et il voulait les dépasser. Quand ils le virent marcher sur la mer, ils crurent que c’était un fantôme, et ils poussèrent des cris ; car ils le voyaient tous, et ils étaient troublés. Aussitôt Jésus leur parla, et leur dit : Rassurez-vous, c’est moi, n’ayez pas peur ! »

Évangile selon saint Marc.





La marche sur les eaux est un épisode célèbre de la vie de Jésus, figurant dans certains des Évangiles du Nouveau Testament. Maintenant que nous savons que la tension de surface peut vaincre le poids et porter des objets plus denses que l’eau, nous sommes en droit de nous demander si Jésus n’avait pas des proportions lui permettant de réaliser simplement ce miracle – que de nombreuses espèces d’insectes accomplissent dans la plus grande discrétion. Pour que son poids soit équilibré par la tension de surface, et qu’il puisse se tenir et marcher sur l’eau, nous avons vu qu’il faut une longueur minimale de contact P entre la surface de l’eau et le pied. Cette longueur se détermine en écrivant l’équilibre des forces : Fγ = Fg, soit γP = Mg ou encore P = Mg/γ. Comme la question est de savoir s’il est possible de marcher sur la mer, prenons la tension de surface de l’eau de mer, qui est inférieure à celle de l’eau douce, environ γ ≈ 35.10–3 N.m–1. Un homme de 70 kilos pourrait donc tenir par capillarité à la surface de la mer si ses pieds avaient un périmètre de l’ordre de… 10 kilomètres chacun, ce qui serait assez encombrant. Sachant que le périmètre d’une chaussure de taille 42 est de 0,65 mètre, la masse d’un bipède qui pourrait tenir debout, sur ses deux pieds, sans bouger, serait d’environ 4 grammes, et donc 2 grammes pour pouvoir tenir sur un pied et marcher. Les proportions d’un humain ne sont donc absolument pas adaptées à la vie à la surface d’un liquide.



Mécanisme de propulsion

Pour revenir aux heureux insectes qui marchent sur l’eau, on peut s’interroger sur leur mode de propulsion. Il serait bien surprenant qu’ils utilisent la même méthode que leurs cousins qui marchent sur la terre ferme et que nous avons décrite au début de ce chapitre. Des chercheurs du MIT ont placé un gerris sur un bain recouvert d’une fine couche de colorant, de manière à révéler les mouvements générés par son déplacement. Une image de ces expériences est présentée en figure 2.22.

On observe que, à l’instar de la nage ondulatoire ou du vol battu, le gerris avance en propulsant vers l’arrière une allée de tourbillons. Pour cela, il utilise sa paire de pattes centrale (voir figure 2.19), qui, à la manière d’une pagaie, pousse le fluide vers l’arrière. Il génère ainsi une allée de tourbillons périodique qui fournit l’accélération nécessaire à son déplacement. Le terme de marche sur l’eau est donc inexact : l’insecte glisse à la surface de l’eau plus comme un patineur que comme un marcheur. Il peut, de cette manière, atteindre une vitesse de 5,5 km/h. Il peut aussi se propulser suffisamment efficacement pour sauter plusieurs centimètres au-dessus de la surface. Pour que la propulsion soit efficace, la patte ne doit pas traverser la surface de l’eau, et c’est donc le ménisque créé par chaque patte qui agit comme la pale de la rame. Enfin, il faut insister sur l’aspect universel de cette méthode de locomotion animale par génération de tourbillons. Ce doit être un mécanisme particulièrement efficace pour que la nature l’ait sélectionné pour des animaux si différents et qui se déplacent dans des environnements si variés : un saumon remonte une rivière en dessous d’un gerris qui glisse à sa surface, tous deux surplombés par un cygne achevant sa longue migration…

[image: Figure 2.22. Image présentant une allée de paires de tourbillons émis à la surface d’un liquide par un gerris en mouvement (adapté de Hu, 2003).]

Figure 2.22. Image présentant une allée de paires de tourbillons émis à la surface d’un liquide par un gerris en mouvement (adapté de Hu, 2003).




Le basilic

Il existe un autre mécanisme de marche sur l’eau, notamment utilisé par les grands oiseaux marins pour atteindre la vitesse nécessaire à leur envol depuis la surface de l’eau. Ce mécanisme possède un représentant emblématique. Pour le trouver, il faut partir sous les tropiques américains et s’enfoncer dans la forêt humide. On peut alors y observer un lézard remarquable, connu sous le nom de basilic, ou lézard « Jésus-Christ ». Ce sprinter est capable de monter aux arbres, de se cacher dans le sable, c’est un excellent nageur, mais il a aussi développé cette capacité surprenante de courir sur l’eau (voir figure 2.23).

[image: Figure 2.23. Photo d’un basilic, ce lézard qui peut courir sur l’eau.]

Figure 2.23. Photo d’un basilic, ce lézard qui peut courir sur l’eau.


Il peut ainsi atteindre une vitesse de 6 km/h, ce qui s’avère bien pratique pour échapper aux prédateurs. Il pèse de 2 à 500 grammes, de l’enfance à l’âge adulte, et court sur deux pattes. Nous avons vu que pour qu’un bipède de 2 grammes marche sur l’eau, soutenu par la tension de surface, il doit avoir des pieds d’homme adulte, ce qui, en plus d’être particulièrement disgracieux, serait sans doute assez handicapant pour courir sur la terre ferme. Le basilic utilise donc une méthode drastiquement différente de celle des gerris pour se déplacer sur l’eau. Tout d’abord il est incapable de se tenir immobile sur la surface : il doit impérativement courir pour rester au-dessus de la surface. D’autre part, il ne peut parcourir plus de quelques mètres sans commencer à s’immerger ; le cas échéant, il devra finir son trajet en nageant.

Plusieurs équipes de chercheurs se sont penchées sur le moyen de locomotion de ces animaux, et ont élucidé leur technique : ils frappent la surface avec leur patte, générant une cavité assez profonde, et poussent contre la paroi de cette cavité pour se propulser (voir figure 2.24).

Pour réussir ce geste, le lézard doit impérativement retirer sa patte de la cavité avant que celle-ci ne se referme, sinon il verra sa patte se faire entraîner sous l’eau et sa folle course s’arrêtera instantanément. Comme pour la marche capillaire du gerris, la capacité du lézard à courir sur l’eau diminue avec la masse. Un humain adulte ne peut espérer utiliser cette méthode sans courir à environ 110 km/h, soit trois fois plus vite qu’Usain Bolt, l’homme le plus rapide du monde. Une autre solution serait de courir à 36 km/h avec des pieds d’environ 1 m2… Une fois de plus, la marche sur l’eau nous est décidément inaccessible.

[image: Figure 2.24. Schéma illustrant un basilic courant sur l’eau (adapté de Glasheen, 1996).]

Figure 2.24. Schéma illustrant un basilic courant sur l’eau (adapté de Glasheen, 1996).


L’exploration de la terre n’a pu se faire sans le déplacement de tous les types d’animaux existants ; pour ce faire, ils ont dû trouver le moyen de résoudre deux problèmes majeurs : vaincre la gravité pour ne pas rester cloués au sol, et se propulser. Pour assurer cette propulsion vers l’avant, le principe consiste à repousser quelque chose vers l’arrière. Grâce à ces arguments simples, et malgré une diversité évidente en taille et en type de déplacement, on a pu mettre en évidence des lois génériques, qui capturent les mécanismes essentiels de la locomotion animale. Ces lois d’échelle font apparaître des nombres sans dimension dont l’interprétation dépasse largement le cadre du problème physique abordé. Ainsi, nous avons introduit le nombre de Froude, le nombre de Bond et le nombre de Strouhal.

Dans le chapitre suivant, qui aborde le mouvement des liquides, certains de ces nombres sans dimension, et quelques autres, vont (ré)apparaître. Nous verrons à quel point leur champ d’application est large et qu’ils sont véritablement les piliers de l’interprétation en loi d’échelle !











1. Nous nous limitons ici à la présentation, succincte, de ses techniques de mesure « cinématiques » du mouvement, en omettant tout son travail lié à la « dynamique », c’est-à-dire à la mesure des forces.


2. Ce qui est bien la taille typique de la mouche domestique, Musca domestica, la plus commune des espèces de mouches.


3. Comme ce n’est pas le lieu de démontrer ici l’expression de cette force, nous l’accepterons. Nous pourrons simplement nous convaincre que mU2/l est la seule façon d’obtenir une force dont la dimension est MLT–2, avec une vitesse de dimension LT–1, une longueur de dimension L et une masse de dimension M.


4. Ces traces, en plus de donner la distance entre deux pas, indiquent que les dinosaures bipèdes qui nous intéressent marchaient avec leurs pattes sous leur corps, comme les oiseaux, et non sur les côtés, comme les reptiles. La majorité des paléontologues admettent d’ailleurs aujourd’hui que les oiseaux descendent de petits dinosaures bipèdes. Les oiseaux ont ensuite survécu à l’extinction dite du Crétacé-Tertiaire, contrairement aux dinosaures.


5. La densité de l’air variant avec l’altitude, cette hypothèse est vraie à une altitude donnée.


6. U2∝ [image: Illustration] et [image: Illustration]∝ M1/3.


7. ρmL3g ~ ρU2L2. Les densités ρm et ρ sont très différentes, mais leur rapport ne varie pas tant que nous comparons des objets de densité proche.


8. Il s’imposait, dans son expérience, de toujours être à des nombres de Bond bien inférieurs à 1, pour être certain que ses écoulements soient dominés par les effets capillaires, et que la gravité n’ait qu’une influence négligeable.


9. Pour ce problème la longueur pertinente est le rayon r car Fγ∝ L se compare à Fg∝ Lr2 (volume d’un cylindre) et donc L s’élimine.






INTERLUDE II

Analyse dimensionnelle :
le théorème π





Nous avons vu, dans le premier interlude, qu’avoir deux termes égaux, donc de même dimension, permet de déduire des informations cruciales d’un système physique, sans avoir à écrire les lois physiques correspondantes. Nous avons, par la suite, utilisé cette propriété pour trouver la période d’un pendule, ou la force de portance qui s’applique sur un avion. Mais l’analyse dimensionnelle ne se limite pas à cela. Nous allons introduire dans ce deuxième interlude un nouvel outil qui va nous permettre de rationaliser son utilisation. Il nous permettra de déterminer les lois d’échelle pertinentes dans un grand nombre de problèmes physiques. Cet outil, qui porte le nom élégant de théorème π, est fondé sur l’utilisation de nombres sans dimension, dont nous allons, de ce pas, introduire quelques propriétés génériques.

Les nombres sans dimension

Des comparaisons qui ont du sens

Les nombres sans dimension sont des rapports de deux termes de même dimension. Ils ont ceci de fantastique qu’ils comparent deux quantités, ou plus précisément une quantité par rapport à l’autre. C’est une propriété qui les rend particulièrement éloquents. Effectivement, dire que quelque chose est grand ne signifie pas grand-chose, si on ne dit pas par rapport à quoi. Mais ce concept n’a rien d’extraordinaire, ou de technique, car c’est en réalité à cela que servent les unités : comparer une grandeur avec une grandeur de référence. En effet, nous comparons les longueurs avec le mètre, les masses avec le kilogramme et les temps avec la seconde, trois unités de base du Système international. Mais parfois ces dimensions ne sont pas l’étalon le plus approprié auquel comparer la grandeur qui nous intéresse, et il en existe un plus pertinent. Dans ce cas, on peut « redimensionner » notre variable ; il suffit alors d’en faire le rapport avec une grandeur étalon plus judicieuse. C’est le cas par exemple de la masse volumique. Dans les unités du Système international, la masse volumique s’exprime en kilogramme par mètre cube (kg/m3), et peu de gens en ont une véritable intuition. En pratique, il s’est avéré préférable de comparer une masse volumique quelconque à celle de l’eau. C’est la définition de la densité, nombre sans dimension défini comme le rapport de la masse volumique d’un corps sur celle d’un corps de référence, l’eau pour les liquides et les solides :

[image: Illustration]


Cette expression est nettement plus intuitive, car elle mesure simplement la flottabilité d’un corps dans l’eau. Si la densité d’un corps est supérieure à 1, il coule ; à l’inverse, si elle est inférieure à 1, il flotte. En redéfinissant la grandeur étalon, nous donnons du sens à notre mesure. C’est là tout l’intérêt des nombres sans dimension.

Prenons un autre exemple, le périmètre crânien d’un nouveau-né : 34 centimètres en moyenne… Ceux qui ne sont pas familiers avec la petite enfance sont en droit de se demander ce que cela représente ; est-ce que c’est beaucoup, ou peu ? Le plus naturel serait de le comparer à la taille totale du bébé plutôt qu’à 1 centimètre, autrement dit de changer de système de mesure en créant un nombre sans dimension. Après une recherche rapide, il ne semble d’ailleurs pas exister de tel nombre : alors, créons-le. Nous lui donnerons votre nom, le nombre de « Lecteur » :

[image: Illustration]


Pour un bébé de taille moyenne, autour de 50 centimètres, cela fait un nombre de Lecteur Le = 34/50 = 0,68. Un bébé a donc un périmètre crânien qui fait plus des deux tiers de sa taille totale ! On peut maintenant se poser la question de l’évolution du périmètre crânien avec l’âge. Il passe en moyenne de 34 à 57 centimètres… Difficile à interpréter. Le nombre de Lecteur, lui, passe de 0,68 à environ 0,3 à l’âge adulte. Le périmètre crânien d’un adulte représente donc moins d’un tiers de sa taille. Effectivement, la taille de la tête diminue fortement par rapport au reste du corps, de plus d’un facteur 2 en moyenne, lors de la croissance d’un être humain. Nous voyons à travers cet exemple l’intérêt de changer de système de mesure et de se placer dans un nouveau système où la variable et la grandeur étalon peuvent changer.

Parmi les exemples vus au chapitre précédent, un nombre nous permettait de connaître l’allure d’un animal (marche ou course), quelles que soient sa vitesse et sa taille. En donnant la vitesse de déplacement d’un animal au hasard, on ne peut pas savoir s’il est en train de courir ou de marcher. En revanche, en estimant son nombre de Froude, McNeill Alexander a montré qu’il existait une limite, Fr = 0,6, au-dessus de laquelle tous les animaux observés se mettaient à courir. Dans ce cas, le nombre de Froude compare la vitesse U de l’animal à la vitesse typique de chute libre d’un objet d’une taille L : [image: Illustration].

Introduisons maintenant un autre rapport de vitesse, le nombre de Mach, noté Ma, et nommé en l’honneur du physicien et philosophe autrichien Ernst Mach (1838-1916). Il exprime le rapport entre la vitesse U d’un objet et la vitesse du son dans le fluide où il se déplace, notée v :

[image: Illustration]


[image: Figure I2.1. Un McDonnell Douglas F/A-18 de l’US Navy à vitesse supersonique.]

Figure I2.1. Un McDonnell Douglas F/A-18 de l’US Navy à vitesse supersonique.


Ce nombre est connu du grand public car il définit ce qu’on appelle le mur du son, autrement dit, Mach 1. En effet, atteindre ce fameux mur du son signifie avoir une vitesse U égale à la vitesse du son. Ce rapport sans dimension fut crucial dans l’histoire de l’aéronautique, car lorsqu’un avion atteint une vitesse proche de la vitesse du son dans l’air, il voit sa traînée augmenter brusquement, ce qui provoque un durcissement des commandes et nécessite de fournir plus de puissance moteur. Ce changement brutal de comportement a rendu l’approche de cette limite particulièrement difficile, à tel point que les aviateurs avaient fini par comparer la vitesse du son à un mur qui semblait infranchissable. En 1947, une fois que la limite a été dépassée, le terme est resté pour rendre compte de la violence de cette transition. Le succès populaire de ce phénomène est probablement aussi dû à la production d’une onde de choc qui peut être entendue au sol et que l’on nomme « bang supersonique » (voir figure I2.1).

Puisque la vitesse du son change fortement avec l’altitude et la température, le mur du son ne dépend pas de la vitesse absolue de l’avion, mais bien de sa vitesse relative par rapport à la vitesse du son dans l’air à l’endroit où il se trouve. C’est donc la valeur de ce nombre de Mach, sans dimension, qui est importante, bien plus que la vitesse dimensionnée de l’avion.



Diminution du nombre des variables :
quelle économie !

En plus de cette qualité comparative qui permet de donner du sens aux données physiques d’un problème, la description à l’aide de nombres sans dimension revêt l’intérêt d’en diminuer le nombre de variables pertinentes. Par exemple, reprenons l’étude de McNeill Alexander sur l’allure d’un marcheur, que nous avons présentée au début du chapitre 2, et qui est résumée sur la figure 2.5. Pour étudier l’influence des principaux paramètres, McNeill Alexander a dû observer des animaux de différentes tailles de pattes l, des bipèdes (kangourou et humain) et des quadrupèdes (chat, furet, rhinocéros, éléphant, etc.), qu’il devait faire avancer à des vitesses U différentes. Pour chaque animal, il mesure la longueur de deux pas consécutifs λ en fonction de leur vitesse et note leur allure (marche ou course). Il obtient ainsi autant de courbes que d’animaux avec lesquels il travaille. Cela représente un travail dont on imagine sans peine qu’il fut conséquent. Et encore, il n’était pas complet ! Pour bien faire, Alexander aurait aussi dû changer de planète… En effet, à l et U fixées, changer la gravité changerait aussi la longueur des pas. L’étude complète aurait donc nécessité de mesurer λ pour 10 vitesses, puis de refaire la même chose pour 10 animaux et refaire tout cela sur 10 planètes, soit un total de 1 000 expériences, et donc de 1 000 courbes ! La principale difficulté de cette étude vient ainsi du fait que λ dépend a priori de trois paramètres : l, U et g… Et même si Alexander réduisit son étude à l’influence de deux d’entre eux (l et U), son travail fut fastidieux. Tout cela pour que finalement, en traçant ses données à l’aide de deux nombres sans dimension bien choisis (λ/l et U2/gl), il puisse rassembler tous ses points sur une seule et même courbe, avec la transition marche-course pour une seule valeur du nombre de Froude, U2/gl. Autrement dit, si ce problème est décrit par quatre variables dimensionnées (λ, l, U et g), seulement deux variables adimensionnées suffisent à sa description complète. C’est un gain considérable ; de 1 000 courbes on passe à une seule, et il n’est plus besoin de travailler avec tant d’animaux, ni de changer de planète : il suffit de faire varier le nombre de Froude (U2/gl) pour tracer l’unique courbe maîtresse décrivant complètement ce problème.





Théorème π et recette d’utilisation

On a donc tout intérêt à remplacer les variables physiques par des ratios sans dimension. Mais est-ce que cela marche pour tous les problèmes ? Peut-on réduire la description d’un problème à douze variables dimensionnées à un seul nombre sans dimension ? On se doute que non. Alors six, peut-être ? Pas facile à dire, tout dépendra du problème. Dans tous les cas, cette question du nombre de groupements sans dimension qui décrivent un système est effectivement cruciale, et il faudra pouvoir y répondre avant de déterminer explicitement ces nombres.

Pour ce faire, il existe un théorème extrêmement utile, qui permet de rationaliser l’analyse dimensionnelle : le théorème π. Démontré pour la première fois en 1878 dans des cas particuliers par le mathématicien français Joseph Bertrand, il fut ensuite généralisé par un autre mathématicien français, Aimé Vaschy, en 1892, puis une fois encore par le physicien américain Edgard Buckingham en 1914. C’est dans son article de 1914 que Buckingham introduit la lettre grecque pi majuscule (Π) pour dénommer les variables sans dimension. C’est cette notation qui a donné son nom au théorème, parfois aussi appelé théorème de π-Buckingham ou, en France, théorème de Vaschy-Buckingham. Ce théorème dit essentiellement que, s’il y a :

	n variables physiques,


	k grandeurs fondamentales (L, M, T…),




alors il y a n – k nombres sans dimension indépendants qui décrivent le système à partir des variables physiques. Dans les problèmes de mécanique que nous considérons dans cet ouvrage, on se restreint à trois grandeurs fondamentales : L, M et T, et parfois moins (L et T). Voyons tout de suite deux exemples simples où nous avons déjà utilisé le théorème π sans le mentionner.

Dans l’étude de l’allure des marcheurs de McNeill Alexander, nous avons vu que la taille des pas λ dépend de la longueur des jambes l, de la vitesse de déplacement U et de la gravité g. Autrement dit, λ est une fonction de l, U et g, ce qui s’écrit formellement sous la forme :

λ = f(l, U, g).

D’autre part, λ et l sont des longueurs : [λ] = [l] = L, U est une vitesse : [U] = LT−1 et g, la gravité, est une accélération : [g] = LT−2. Il y a donc dans ce problème quatre variables physiques (n = 4) et deux grandeurs fondamentales : L et T (k = 2). Le théorème π nous dit qu’il suffit maintenant de soustraire n et k pour savoir combien de nombres sans dimension décrivent ce problème, ici 4 − 2 = 2 ! Il reste alors à former ces ratios adimensionnés ; la longueur λ sera divisée par l, et l’accélération U2/l par g. Finalement, la relation dimensionnée λ = f(l, U, g), peut se reformuler par la relation sans dimension suivante :

[image: Illustration]


L’énoncé du problème a donc été nettement simplifié, grâce au théorème π, en passant de quatre paramètres à seulement deux. Pour déterminer la fonction F, il faut maintenant faire les expériences, c’est-à-dire mesurer ρ/l pour chaque valeur du nombre de Froude. Cette fonction est représentée sur la figure 2.5 du chapitre précédent. Nous l’approximerons, comme bien souvent, par une loi de puissance :

[image: Illustration]


Grâce au théorème π, Alexander peut affirmer que cette relation entre deux paramètres sans dimension décrit bien complètement le problème tel qu’il est posé.

Prenons comme deuxième exemple celui du pendule que nous avions considéré dans le premier interlude. Nous avions vu que la période, T, ne dépendait que de la longueur du fil l et de la gravité g. Autrement dit, que T était une fonction de l et g : T = f(l, g). Sachant que [g] = LT–2, [l] = L et [T] = L, il y a donc trois variables (n = 3) et deux grandeurs fondamentales L, T (k = 2) ; le théorème π nous dit alors qu’il n’y a dans ce problème qu’un seul (3 – 2 = 1) nombre sans dimension : [image: Illustration] ! Cela nous permet de réduire le problème de trois variables à une seule. Comme elle est unique, cette variable ne peut qu’être égale à une constante ; la fonction f disparaît alors pour donner :

[image: Illustration] = constante.

C’est le cas le plus favorable. Pour déterminer la fonction f dans la relation dimensionnée T = f(l, g), il aurait fallu mesurer la période T pour des pendules de différentes longueurs et pour plusieurs valeurs de la gravité, ce qui n’est pas chose facile. Grâce au théorème π, nous savons qu’il est équivalent de faire une seule fois l’expérience et de mesurer [image: Illustration] pour déterminer la valeur de la constante. Nous avons vu qu’en faisant cela, on trouve que cette constante vaut 2π, quelles que soient la longueur du pendule et la gravité.

Nous avons maintenant tous les ingrédients nécessaires à une utilisation efficace de l’analyse dimensionnelle. Voici donc une recette pour en tirer le meilleur parti :

	Identifier la variable qu’on cherche à déterminer, souvent appelée l’observable, et faire une liste de tous les paramètres dont elle dépend.


	Écrire la dimension de l’observable et de chacun de ses paramètres. Compter le nombre de grandeurs fondamentales.


	Utiliser le théorème π, pour déterminer combien de nombres sans dimension gouvernent le problème.


	Finalement former les nombres sans dimension, un avec l’observable et les autres avec les paramètres.




À l’issue de ce travail il y a deux possibilités ; soit seul le nombre sans dimension construit avec l’observable pilote le problème, auquel cas il est égal à une constante ; soit il y en a plusieurs, et dans ce cas il sera fonction des autres. Dans les deux cas, l’analyse dimensionnelle aura tout donné et la constante, ou la fonction, sera à déterminer expérimentalement, ou grâce à une étude théorique complète. Dans la suite de cet ouvrage nous utiliserons cette recette à plusieurs reprises et concocterons ainsi quelques délicieuses lois d’échelle.



La bombe atomique vue par G. I. Taylor

Pour illustrer la puissance du théorème π, nous allons présenter une loi d’échelle historique, et l’une des plus fascinantes car la simplicité de sa détermination grâce à l’analyse dimensionnelle contraste avec l’extrême complexité du problème considéré. Commençons par en décrire rapidement le contexte, et pour ce faire replongeons-nous au début de la Seconde Guerre mondiale. En 1939, un brevet qui décrit le principe de la bombe atomique est déposé par des chercheurs du Collège de France, dont Irène Joliot-Curie, fille de Pierre et Marie Curie, et son époux Frédéric Joliot, tous deux lauréats du prix Nobel de chimie en 1935 pour la découverte de la radioactivité artificielle. Peu après, au début de l’année 1940, une commission d’experts ultrasecrète est réunie en Grande-Bretagne, la commission MAUD, qui a pour objectif d’examiner la faisabilité d’une bombe atomique. Celle-ci débouche en 1941 sur la création du programme de recherche d’arme nucléaire britannique Tube Alloys, qui sera ensuite intégré à son homologue aux États-Unis : le projet Manhattan. Ce projet de recherche, qui démarra modestement en 1939, prit son essor dans le courant de l’année 1942, et dura jusqu’en décembre 1946. Durant ces quatre années, il coûta près de 2 milliards de dollars de l’époque, employa plus de 130 000 personnes au plus fort de son activité en juin 1944, et nécessita la construction d’une trentaine de sites de raffinement et de recherche. Preuve, s’il en fallait, de l’efficacité d’investir dans la recherche : la première bombe atomique fut produite en 1945, alors que cinq ans auparavant elle n’était encore qu’un concept, fondé sur une technologie très mal maîtrisée. Cela conduisit au premier essai d’une arme nucléaire, le 16 juillet 1945, à Alamogordo au Nouveau-Mexique, sous le nom de code Trinity. La suite, tout le monde la connaît : trois semaines plus tard, dans la matinée du 6 août 1945, le président Harry Truman donne l’ordre de larguer une bombe atomique sur la ville de Hiroshima, puis trois jours plus tard sur celle de Nagasaki, avec pour objectif de faire capituler le Japon…

Pendant ces six années, plusieurs prix Nobel de physique, Niels Bohr, James Chadwick, Enrico Fermi, Isidor Isaac Rabi, Richard Feynman1, et un grand nombre d’autres physiciens célèbres, dont Robert Oppenheimer, prirent part à ce projet. L’un d’entre eux, moins connu du grand public, a joué un rôle important : G. I. Taylor (1886-1975), physicien britannique et figure majeure de la dynamique des fluides du XXe siècle. Taylor prit part au projet dès la commission MAUD, puis participa au Projet Manhattan au sein de la délégation britannique. Il fut l’un des dix « VIP » conviés à l’observation de l’essai nucléaire Trinity, avec entre autres le major général Leslie Richard Groves, directeur du projet Manhattan, et Robert Oppenheimer, son directeur scientifique. Notons que malgré son implication, ce dernier ne connaissait pas l’énergie de la bombe utilisée lors de cet essai, cette information étant classée secret défense.

C’est dans ce contexte qu’en 1950 G. I. Taylor publie deux articles intitulés « La formation d’une onde de choc par une explosion très intense. I & II », dont les résultats vont marquer la communauté scientifique, mais aussi surprendre l’armée des États-Unis. Le premier de ces deux papiers est une republication d’un rapport confidentiel qu’il avait rédigé en 1941 pour la commission MAUD, et qui vient d’être déclassifié. À cette époque, le papier de Taylor était le tout premier à fournir une explication des effets mécaniques produits par l’explosion d’une bombe à fission (le nom bombe atomique n’existait alors pas). Le tour de force était extraordinaire : à la suite d’une succession d’hypothèses tout à fait pertinentes, il avait modélisé les mouvements et la pression de l’air à l’intérieur de l’onde de choc produite par l’explosion (voir figure I2.2), et résolu les équations correspondantes de la mécanique et de la thermodynamique. Il put ainsi déterminer une relation donnant le rayon du souffle de l’explosion R, en fonction du temps t et de l’énergie de la bombe E. Ses calculs sont complexes, mais nous disposons maintenant d’un outil qui peut nous permettre de contourner toutes ces difficultés et d’arriver à un résultat très proche de celui de Taylor : le théorème π !

[image: Figure I2.2. Schéma de la propagation de l’onde de choc de rayon R formant la limite extérieure de l’effet de l’explosion d’énergie E (adapté de Barenblatt, 2003).]

Figure I2.2. Schéma de la propagation de l’onde de choc de rayon R formant la limite extérieure de l’effet de l’explosion d’énergie E (adapté de Barenblatt, 2003).


Pour ce faire, il nous faut d’abord reprendre les hypothèses de Taylor pour déterminer les paramètres pertinents de ce problème. Il suppose que l’onde de choc formant la limite extérieure de l’effet de l’explosion est hémisphérique, comme sur le schéma de la figure I2.2, puis que son rayon R ne dépend que de l’énergie libérée par la bombe E, du temps t et de la masse volumique de l’air ρ. Autrement dit, Taylor suppose que le rayon R obéit à la relation :

R = f(t, E, ρ),

que nous pouvons reformuler grâce au théorème π. Parce qu’il y a quatre variables physiques qui s’expriment à l’aide de trois grandeurs fondamentales (L, M, T)2, il n’y a qu’un seul nombre sans dimension qui décrit l’évolution du rayon en fonction des paramètres pertinents. Ce dernier s’écrit, en adimensionnant R par les autres variables : R5ρ/Et2. Puisqu’il n’y a qu’un seul nombre, il doit être constant, ce qui nous permet de prédire l’évolution du rayon du souffle de l’explosion en fonction du temps et de l’énergie de la bombe : R = C(E/ρ)1/5t2/5, où C est une constante inconnue. L’analyse dimensionnelle ne nous permettant pas d’avoir la valeur de C, nous devons la supposer proche de 1 pour continuer. Taylor, qui mène le calcul complet, trouve que cette constante est très proche de 1 (1,03 dans le cas le plus courant). C’est donc un exemple où l’analyse dimensionnelle permet de retrouver quasi exactement le résultat d’un calcul autrement plus complexe :

[image: Illustration]


Ce résultat est donc donné par G. I. Taylor en 1941, alors même que la bombe atomique n’en était qu’au stade de projet. Son rapport fut déposé seulement trois jours avant qu’un autre article, du célèbre physicien américano-hongrois John von Neumann, apporte une solution très proche. Puis, quelque temps plus tard, c’est au tour du physicien soviétique Leonid Ivanovitch Sedov d’apporter des conclusions similaires sur le sujet, avec, pour la première fois, une solution complètement analytique du problème. Toutes ces études étaient confidentielles et aucun scientifique n’avait vent de ce que faisaient les autres. Avec le recul, nous avons une idée plus précise de l’agitation intellectuelle qui régnait, à cette époque, dans la communauté scientifique mondiale autour de ce sujet.

En même temps que la republication de ce rapport de 1941, Taylor publie un deuxième article, original celui-ci, fondé sur l’analyse d’images extraites de films de l’explosion de Trinity. Ces images qui perdirent leur caractère confidentiel et furent publiées en 1947 ont été réalisées à l’aide d’une caméra rapide qui permettait d’enregistrer jusqu’à 10 000 images par seconde ! G. I. Taylor, voyant là un formidable moyen de tester sa théorie, se procura ces images. La figure I2.3 en est un exemple typique.

[image: Figure I2.3. Photo de l’explosion de la bombe atomique Gadget de l’opération Trinity. Le diamètre de cette boule de feu, photographiée 0,016 seconde après la détonation, est d’environ 200 mètres.]

Figure I2.3. Photo de l’explosion de la bombe atomique Gadget de l’opération Trinity. Le diamètre de cette boule de feu, photographiée 0,016 seconde après la détonation, est d’environ 200 mètres.


On y observe clairement le souffle de l’explosion, limité par l’onde de choc. Cette cloche de feu, comme l’appelle Taylor, adopte une forme de demi-sphère presque parfaite, exactement comme il l’avait supposé et comme nous l’avons représentée en figure I2.2. D’autre part, ce qui rend ces images scientifiquement exploitables est qu’elles indiquent l’échelle de longueur et le temps de chaque pose après l’explosion. On découvre par exemple sur la figure I2.3 que 16 millisecondes après l’explosion, le souffle a déjà couvert un rayon de plus de 100 mètres ! Comme il possède toute la séquence de l’explosion, de 0,1 à 62 millisecondes, Taylor pu mesurer le rayon R de l’hémisphère de feu à chaque instant t, et en tracer l’évolution. Le graphique de la figure I2.4 a été réalisé à l’aide de ses données.

Sur ce diagramme log-log, les points montrent donc les mesures réalisées à partir des images, et la droite représente la loi d’échelle : R = a t2/5, où a est une constante. La demi-sphère provoquée par l’explosion grossit en suivant parfaitement la loi d’échelle en t2/5 que G. I. Taylor avait déterminée en 1941, plus de quatre ans avant Trinity. Taylor lui-même confesse qu’un tel accord entre sa théorie et la réalité est surprenant, étant donné les hypothèses qu’il dut faire pour mener à bien son calcul. Mais puisque sa loi d’échelle semblait marcher, il ne restait qu’à mesurer le coefficient a pour déterminer la valeur numérique de l’énergie : (E/ρ)1/5 = a. Le modèle de Taylor donne ainsi comme valeur de l’énergie libérée par la bombe atomique lors de l’essai Trinity : E = 7,25.1013 joules. La puissance des bombes, en particulier des bombes atomiques, est souvent désignée par un équivalent en TNT, défini par : 1 tonne de TNT = 4,184.109 J. Taylor a donc estimé que la bombe de Trinity a libéré l’équivalent de 17 300 tonnes de TNT ! Sachant que la détonation réelle dégagea une énergie d’environ 20 000 tonnes de TNT, son estimation fut d’une étonnante précision.

[image: Figure I2.4. Rayon du souffle de l’explosion tracé en fonction du temps dans un diagramme log-log. Les points sont issus des mesures réalisées par G. I. Taylor sur les photographies de l’explosion (voir figure I2.3), et publiées dans (Taylor, 1950b). La droite suit la loi d’échelle R = a t2/5, avec a = 570,6 m/s2/5.]

Figure I2.4. Rayon du souffle de l’explosion tracé en fonction du temps dans un diagramme log-log. Les points sont issus des mesures réalisées par G. I. Taylor sur les photographies de l’explosion (voir figure I2.3), et publiées dans (Taylor, 1950b). La droite suit la loi d’échelle R = a t2/5, avec a = 570,6 m/s2/5.


Avant de conclure, notons que Little Boy, la bombe A larguée sur Hiroshima en 1945, avait une puissance de 15 000 tonnes de TNT et provoqua environ 70 000 morts directement liés à l’explosion et à l’onde de choc. La bombe H la plus puissante jamais testée, la Tsar Bomba soviétique, était, elle, équivalente à 57 millions de tonnes de TNT, soit environ 4 000 fois plus puissante que Little Boy. Mieux vaut donc ne jamais avoir à compter le nombre de morts que son souffle pourrait engendrer…

La précision du modèle physique de Taylor était véritablement exceptionnelle, si l’on considère les nombreuses hypothèses et sources d’erreurs. D’ailleurs, selon son biographe et ancien étudiant en thèse, le mathématicien australien George Batchelor, G. I. Taylor fut sermonné par l’armée américaine pour avoir publié un résultat si précis, qui était, encore à l’époque, classé secret défense ! Mais ce qui est peut-être encore plus fascinant de notre point de vue, c’est que nous ayons pu retrouver ce résultat sans utiliser la moindre loi physique, mais simplement grâce à un choix judicieux des paramètres pertinents, un peu de mathématiques élémentaires, et l’aide inestimable du théorème π. C’est un exemple emblématique, où la puissance de l’analyse dimensionnelle contraste avec sa simplicité. Trouver ce résultat, comme l’a fait Taylor, en utilisant les lois physiques appropriées est un exercice très difficile, réservé à une poignée de spécialistes. À l’aide de l’analyse dimensionnelle, le même résultat peut être retrouvé en quelques minutes par toute personne possédant un niveau rudimentaire en mathématiques. Il ne faut cependant pas occulter le fait que la vraie difficulté réside dans le choix des paramètres pertinents, ce qui nécessite dans ce cas une intuition aiguë de la physique en jeu.









1. Richard Feynman était encore doctorant à l’époque, il sera récompensé du prix Nobel vingt ans plus tard, en 1965.


2. [ρ] = ML–3, [R] = L, [t] = T, [E] = ML2T–2.






CHAPITRE 3

Fluides en mouvement





La mécanique des fluides est un domaine de la physique dédié à l’étude du comportement des liquides et des gaz en mouvement. C’est une discipline ancienne qui possède une histoire longue et riche. Elle commence dans la Grèce antique avec Archimède, au IIIe siècle avant J.-C., et son célèbre principe éponyme, publié dans son ouvrage fondateur Traité des corps flottants. Puis de nombreux scientifiques font progresser la discipline ; parmi eux, le physicien suisse Daniel Bernoulli, un des premiers à utiliser une approche mathématique, ce qui le conduit à l’écriture du « théorème de Bernoulli » (1738), et son compatriote et ami Leonhard Euler, qui établit les « équations d’Euler », première description générale des écoulements (1757). Au siècle suivant, le Français Henri Navier et l’Anglais George Stokes introduisent la notion de viscosité dans les équations d’Euler, et écrivent les « équations de Navier-Stokes ». Ces équations sont capitales en mécanique des fluides ; elles gouvernent le mouvement des fluides, elles règnent donc en maîtresses sur la discipline, et quiconque veut se frotter à l’étude des écoulements liquides doit apprendre à les connaître, pour espérer pouvoir en tirer quelques informations. Mais elles restent largement sauvages, et personne n’a encore pu les dompter complètement… Plus prosaïquement, leur résolution mathématique rigoureuse constitue l’un des problèmes du prix du Millénaire. Ces problèmes, au nombre de sept, ont été identifiés en 2000 par l’Institut de mathématiques Clay (fondé deux ans plus tôt par Landon Clay, un homme d’affaires américain) comme étant sept défis mathématiques insurmontables. Au moment où nous écrivons ces lignes, six des sept problèmes demeurent encore ouverts et la résolution des équations de Navier-Stokes est l’un d’eux.

La mécanique des fluides obéit donc à une équation, dite non linéaire, qu’on ne sait pas résoudre dans le cas général. Les physiciens concernés ont alors eu besoin d’avoir recours à des méthodes pour simplifier ces équations1. Ils ont aussi cherché à déterminer des relations entre les nombreuses variables du problème, mais sans avoir à résoudre les équations correspondantes, ce qui peut être accompli grâce à des expériences en laboratoire, bien souvent réalisées à des échelles différentes des prototypes réels. C’est ainsi que l’analyse dimensionnelle a pris son essor dans cette communauté, de telle sorte que la mécanique des fluides est probablement aujourd’hui le champ disciplinaire où le recours à l’analyse dimensionnelle est le plus courant. Impossible, donc, de découvrir cette science sans faire connaissance avec ses nombres sans dimension les plus célèbres. Dans ce chapitre, on va ainsi s’intéresser à quelques problèmes classiques d’hydrodynamique, vus sous l’angle des nombres sans dimension et des similitudes.

Viscosité et propulsion sous-marine

Plus un fluide va vite, plus il s’agite et tourbillonne. Plongez une cuillère dans une tasse de café. Si vous allez tout doucement, vous générerez peu de mouvement ; en revanche, agitez votre cuillère énergétiquement et vous mettrez sans mal tout votre café dans un état d’agitation suffisamment intense pour qu’il puisse dissoudre rapidement le sucre qui se trouverait au fond. Cela dit, le degré d’agitation d’un liquide ne dépend pas que de sa vitesse. En effet, si vous faites la même expérience dans une tasse de miel, vous générerez des mouvements bien différents de ceux que vous aviez dans votre café. En termes de dynamique des fluides, la principale différence entre du miel et de l’eau est leur viscosité, souvent notée par la lettre grecque mu : μ.

La viscosité représente la capacité d’un liquide à s’écouler : plus elle est grande, moins le liquide coule et s’agite. Effectivement, si l’on verse un verre d’eau à 30 centimètres au-dessus d’une table, l’eau se répand rapidement sur la table. Avec un verre de miel, on formera une petite montagne qui s’aplatira lentement. Tous les fluides ont une viscosité ; le jus de raisin est 3 fois plus visqueux que l’eau, l’huile d’olive et le sirop de sucre 100 fois plus, le miel 10 000 fois et le bitume 100 milliards de fois plus visqueux que l’eau ! Avec une telle valeur de la viscosité, il est encore possible d’étaler le liquide au prix d’efforts importants, mais tout plongeon dans une piscine de bitume serait voué à un échec douloureux.

Propulsion sous-marine

L’idée d’un véhicule permettant de se déplacer sous l’eau remonterait à l’Antiquité, mais les premiers submersibles ont vu le jour vers la fin du XVIIe siècle. Depuis lors, la navigation sous-marine, motivée par son efficacité militaire, n’a cessé de stimuler les inventeurs. Mais les défis technologiques sont nombreux, parmi lesquels : pouvoir descendre et remonter sous l’eau, résister à la pression, régénérer l’air respiré, et pouvoir se propulser sans utiliser de combustible fossile qui nécessite de l’air pour brûler. Il faut donc attendre les années 1950 pour que les submersibles deviennent de véritables sous-marins. Le but ici n’est pas de revenir sur tous les exploits techniques qu’il a fallu réaliser pour en arriver là, mais simplement de nous intéresser à la question de la puissance des moteurs dont une machine sous-marine a besoin pour avancer. Peut-on estimer la force qu’il faut pour propulser un tel engin avant sa construction ?

Pour bien faire, l’idéal serait de connaître l’écoulement exact autour du robot ou du sous-marin en projet, mais le calcul nécessaire est complexe et il devient alors utile d’utiliser une approche expérimentale et dimensionnelle. Nous ne nous restreindrons pas à l’étude d’un sous-marin en particulier, on considérera une machine subaquatique de taille quelconque, du micromètre à plusieurs mètres. Enfin, par souci de simplicité, on étudiera le cas d’un submersible sphérique (qui présente l’avantage d’avoir une seule taille caractéristique), mais le raisonnement serait identique avec des objets de forme quelconque.

Pour se déplacer en conservant une vitesse constante, il faut que la force de propulsion puisse compenser la force de traînée Ft qui s’oppose au déplacement (figure 3.1). Il faut donc obtenir une expression précise de la traînée. Pour ce faire, le plus simple consiste à prendre une sphère, pas trop grosse pour pouvoir faire l’expérience en laboratoire, la plonger entièrement dans de l’eau, faire couler l’eau en augmentant peu à peu la vitesse d’écoulement, et mesurer la force de traînée qui s’applique sur la sphère.

Jusqu’à maintenant, dans les exemples de la chute libre ou de la nage, on n’a considéré que la résistance induite par la mise en mouvement de l’eau ou de l’air, c’est-à-dire la traînée dite inertielle. Dans ce cas, Ft ne dépendait que des paramètres correspondants : la masse volumique du fluide mis en mouvement ρ, la vitesse U de l’engin subaquatique et sa taille L, et ne pouvait donc qu’être proportionnelle à ρU2L2. Mais dans cette nouvelle expérience, la mesure aux faibles vitesses donne des résultats en désaccord avec cette expression : la force de traînée est proportionnelle à la taille de l’objet L et non pas à sa section L2, et à la vitesse U plutôt qu’à la vitesse au carré U2.

[image: Figure 3.1. Schéma d’un sous-marin sphérique en déplacement à vitesse constante. Pour qu’il conserve sa vitesse, la propulsion doit équilibrer la traînée.]

Figure 3.1. Schéma d’un sous-marin sphérique en déplacement à vitesse constante. Pour qu’il conserve sa vitesse, la propulsion doit équilibrer la traînée.


En augmentant la vitesse d’écoulement, on retrouve bien l’expression connue mais, manifestement, une partie du phénomène n’est pas prise en compte. En effet, si l’on fait la même expérience avec un liquide de viscosité différente, on observe que lorsque le liquide coule doucement autour de la sphère, la force de traînée augmente linéairement avec la viscosité. L’analyse dimensionnelle précédente était donc incomplète, puisqu’elle n’incluait pas la viscosité : la force de traînée Ft dépend en réalité de U, L, ρ et µ.

Il convient maintenant de sortir l’arme que nous avons découverte lors du précédent interlude. Il y a dans ce problème cinq variables physiques et trois dimensions en jeu (M, L, T), le théorème π impose alors que deux nombres sans dimension caractérisent complètement le système. Il ne reste plus qu’à les déterminer ! C’est ce que nous faisons dans l’encadré ci-après, obtenant ainsi deux nouveaux nombres sans dimension, le coefficient de traînée :

[image: Illustration]


et le nombre de Reynolds :

[image: Illustration]


Ce nombre, nommé d’après le physicien irlandais Osborne Reynolds (1842-1912), est sans aucun doute le plus célèbre de la mécanique des fluides.

Coefficient de traînée et nombre de Reynolds

On a vu à plusieurs reprises que le groupe ρU2L2 est homogène à une force. On peut donc former un premier nombre sans dimension en divisant la force Ft par ce groupe. Par convention, L2 est remplacé par une surface de référence S, et le dénominateur est multiplié par un facteur 1/2, ainsi nous formons un groupement sans dimension connu sous le nom de coefficient de traînée2.

Pour former l’autre nombre sans dimension imposé par le théorème π, il nous faut choisir un groupe de paramètres qui soit indépendant de Cd. Une façon de s’en assurer est de choisir au moins un paramètre qui n’était pas présent dans le précédent groupe. Ici, on imposera la présence de la viscosité µ à la place de Ft. On cherche donc un groupe sans dimension de la forme UaLbρcμd, avec [U] = LT–1, [L] = L, [ρ] = ML–3, [μ] = ML–1T–1, que l’on obtient en prenant a = b = c = 1 et d = – 1, formant ainsi un nouveau nombre sans dimension : le nombre de Reynolds.





[image: Figure 3.2. Courbe universelle de la variation du coefficient de traînée Cd en fonction du nombre de Reynolds pour une sphère. La ligne pointillée indique la valeur du coefficient de traînée en régime inertiel.]

Figure 3.2. Courbe universelle de la variation du coefficient de traînée Cd en fonction du nombre de Reynolds pour une sphère. La ligne pointillée indique la valeur du coefficient de traînée en régime inertiel.


Il n’y a que deux nombres sans dimension qui caractérisent notre problème, il est donc entièrement gouverné par la relation : Cd = f(Re). Pour trouver f, il suffit de reprendre toutes les expériences réalisées, dont chacune donnait une courbe distincte des autres, et de tracer sous forme adimensionnée Cd en fonction de Re. C’est ainsi que l’on obtient la courbe universelle présentée sur la figure 3.2. Cette courbe est valable quels que soient la taille de la sphère, sa vitesse et le fluide dans lequel elle se déplace (tant qu’il n’est pas trop insolite).

Étant donné la gamme sur laquelle s’étend le nombre de Reynolds, le graphe donne la traînée que ressent un objet sphérique dans des exemples aussi divers qu’un sous-marin de 5 mètres de diamètre se déplaçant à 10 km/h dans l’eau, une bulle minuscule qui remonte dans un pot de miel, le noyau métallique d’une protoplanète qui s’enfonce dans le manteau terrestre en fusion, ou une gouttelette de champagne projetée dans l’air par l’éclatement d’une bulle !

On distingue trois zones sur cette courbe. Pour de faibles valeurs du nombre de Reynolds (Re < 1), le coefficient de traînée est inversement proportionnel au nombre de Reynolds : Cd ~ 1/Re. Cette loi d’échelle permet de déduire l’expression approchée de la force de traînée correspondante :

Ft ~ μUL.

Cette force de traînée, valable à bas nombre de Reynolds et donc d’origine visqueuse, s’appelle la force de Stokes. Elle fut nommée ainsi en hommage à George Gabriel Stokes (1819-1903), mathématicien et physicien britannique à l’origine de contributions majeures en mécanique des fluides visqueux. On retrouve là les observations expérimentales : aux faibles nombres de Reynolds, la force de traînée est proportionnelle à la viscosité, à la vitesse et à la taille de l’objet. Cette force visqueuse est celle ressentie par une petite particule qui sédimente dans du miel, aussi bien qu’une petite bulle qui remonte dans une coupe de champagne.

À partir d’un nombre de Reynolds d’environ 1 000, le coefficient de traînée devient à peu près constant (pointillés sur la figure 3.2), et l’on retrouve l’expression :

Ft ~ ρU2S.

Dans ce régime, la viscosité perd son influence et la traînée est dite inertielle. C’est la traînée que l’on avait utilisée pour le cas du poisson. Cela se justifie, a posteriori, car les poissons les plus petits que nous avons présentés, des poissons rouges de 5 centimètres qui avancent à 1 m/s, ont un nombre de Reynolds d’environ 5.104, soit bien supérieur à 1 000.

La dernière zone remarquable de cette courbe est la violente chute du coefficient de traînée pour des Reynolds compris entre 105 et 106. Cet accident est appelé crise de traînée. Il fut découvert par Gustave Eiffel (1832-1923) en 1914, alors qu’il effectuait des mesures de la traînée sur différents objets en fonction du nombre de Reynolds, dans son laboratoire d’aérodynamique. Dans cette zone, la force de traînée diminue brusquement alors que la vitesse augmente. Cela signifie que si un objet entre dans cette zone, il sentira soudainement moins de frottement.

Ce phénomène est notamment utilisé par les golfeurs pour allonger la trajectoire de leur balle. Le nombre de Reynolds d’une balle de golf en vol, frappée fort par un professionnel, est d’environ 220 000, et la crise de traînée d’une sphère lisse est plus proche de 250 000… Impossible donc à atteindre pour un golfeur. Mais au milieu du XIXe siècle, les amateurs ont compris qu’une balle moins lisse pouvait voyager plus loin. En effet, en ajoutant des alvéoles, la crise de traînée peut être déplacée vers des nombres de Reynolds plus bas, typiquement 200 000, tout à fait accessibles par un golfeur. Les balles sont donc alvéolées pour pouvoir atteindre la crise de traînée, ce qui réduit les frottements aérodynamiques en vol et leur permet de voyager environ deux fois plus loin que ne le ferait une balle lisse.

Cette courbe a été obtenue pour une sphère mais sa forme se retrouve pour bien des d’objets. Au-delà d’un certain nombre de Reynolds, le coefficient de traînée est toujours à peu près constant. Cette traînée, parfois appelée aérodynamique, est la force principale à l’origine de la consommation en carburant et de la limitation de la vitesse de pointe des véhicules. Il est donc dans l’intérêt des constructeurs de sous-marins, mais aussi de voitures, d’avions, etc., de dessiner des corps plus profilés dans le but d’abaisser au maximum cette valeur du coefficient de traînée. Par exemple, pour la Tesla Model 3, une voiture électrique de luxe, les constructeurs ont pu atteindre un coefficient de 0,23, soit deux fois moins que celui d’une Citroën 2 CV, qui a un Cd très proche de celui de la sphère : 0,5. Ce chiffre n’étonnera personne vu la forme quasi sphérique de la voiture.

La loi d’échelle Cd = f(Re) étant universelle, il est toujours possible de reconstruire la courbe de la figure 3.2, quelle que soit la forme considérée. Si l’on veut étudier la force de traînée qui s’applique sur un objet réel, l’idéal est de refaire cette courbe en utilisant des maquettes respectant sa forme. Le classe Victoria est un type de sous-marin britannique d’une longueur de 70,28 mètres qui se propulse à une vitesse maximale de 10 m/s (36 km/h) en plongée. Il a donc un nombre de Reynolds maximal de 700 millions. Une maquette de 10 mètres dans l’eau sera donc propulsée jusqu’à 250 km/h pour parcourir la même gamme en nombre de Reynolds, et ainsi avoir les mêmes valeurs du coefficient de traînée. Un sous-marin de taille réelle évoluant toujours à haut nombre de Reynolds, seule la partie de la courbe à peu près constante est intéressante à déterminer. En somme, une fois la courbe reconstruite pour une forme donnée, la taille de l’objet n’a plus aucune importance, seul le nombre de Reynolds compte. C’est pourquoi les lois d’échelle sont dites invariantes d’échelle. Cette propriété en fait de merveilleux outils pour réaliser des études sur maquettes au lieu de devoir travailler sur des objets de taille réelle.



Le nombre de Reynolds et les régimes d’écoulement : viscosité vs inertie

Le nombre de Reynolds est crucial en mécanique des fluides. Introduit en 1851 par le physicien George Stokes, il fut nommé d’après son compatriote Osborne Reynolds (1842-1912), qui le popularisa en 1883 par une expérience célèbre dont les observations ont été reproduites en figure 3.3. Elle consiste à faire couler un liquide dans un tube horizontal et à moduler le débit.

Un filet de colorant est injecté à l’entrée du tube pour observer les mouvements de l’eau. Tant que le débit est faible (a), le filet de colorant n’est pas perturbé : le liquide coule calmement de la gauche vers la droite, sans mouvements transverses3. Ces écoulements ordonnés, où le fluide s’écoule en couches parallèles, sont souvent qualifiés de laminaires. Lorsque le débit augmente (b), le liquide adopte un mouvement de plus en plus désordonné, ce qui a pour effet de mélanger le colorant, si bien qu’il semble même disparaître quand le débit est encore plus fort (c). Ces écoulements, qualifiés de turbulents, sont caractérisés par des changements chaotiques de la vitesse du fluide, et composés de structures tourbillonnaires de toutes tailles.

[image: Figure 3.3. Reproduction de l’expérience d’Osborne Reynolds. Un liquide coule de gauche à droite dans un tuyau transparent et un filet de colorant est injecté à gauche pour permettre d’observer la structure de l’écoulement. Le débit d’écoulement augmente de (a) vers (c) et cette augmentation entraîne une forte perturbation des mouvements internes de liquide.]

Figure 3.3. Reproduction de l’expérience d’Osborne Reynolds. Un liquide coule de gauche à droite dans un tuyau transparent et un filet de colorant est injecté à gauche pour permettre d’observer la structure de l’écoulement. Le débit d’écoulement augmente de (a) vers (c) et cette augmentation entraîne une forte perturbation des mouvements internes de liquide.


Dans son expérience, Reynolds pouvait modifier l’agitation du fluide en ajustant sa vitesse. Mais il remarqua qu’il pouvait retrouver la même succession d’écoulements quelle que soit la viscosité du liquide en choisissant des vitesses différentes. Il fit aussi varier le diamètre L du tube et put aussi retrouver les mêmes structures d’écoulement pour des valeurs différentes de la vitesse. Il arriva alors à cette conclusion, qui est au cœur du concept de loi d’échelle : pour retrouver un écoulement similaire, il suffit de garder constant le rapport sans dimension qui porte aujourd’hui son nom, le nombre de Reynolds

Re = ρUL/μ.

Si le nombre de Reynolds est faible, l’écoulement est laminaire comme sur la figure 3.3(a) ; plus il augmente (grande vitesse, grande taille et petite viscosité), plus l’écoulement sera agité, désordonné (b), et s’il est suffisamment grand, l’écoulement sera turbulent (c). Dans l’expérience de Reynolds, l’écoulement perd son caractère laminaire pour un nombre de Reynolds d’environ 2 000 et devient turbulent autour de 3 000. C’est donc bien lui qui caractérise l’écoulement et non pas les paramètres qui le composent.

[image: Figure 3.4. Structure d’écoulement autour et en aval d’un cylindre, en fonction du nombre de Reynolds (adapté de Vogel, 2013).]

Figure 3.4. Structure d’écoulement autour et en aval d’un cylindre, en fonction du nombre de Reynolds (adapté de Vogel, 2013).


Regardons maintenant d’un autre œil les structures d’écoulement en aval d’un cylindre, en fonction du nombre de Reynolds. Avoir un nombre de Reynolds de 1 dans cette configuration revient à faire couler de l’eau à 1 mm/s, autour d’une allumette. L’écoulement en aval d’une des piles du Pont-Neuf, le plus ancien des ponts de Paris, correspond à des Reynolds autour de 2 millions. On voit sur la figure 3.4(a) que pour des nombres de Reynolds inférieurs à 10, l’écoulement est laminaire et plus ou moins symétrique entre l’amont et l’aval du cylindre. Dès que le nombre de Reynolds passe 10 (b), une paire de tourbillons, qui reste attachée au cylindre, est générée. En augmentant encore le nombre de Reynolds, la structure tourbillonnaire devient instable (c), et les tourbillons se détachent alternativement, se reformant sans cesse, donnant naissance à la fameuse allée de von Kármán.

Nous voyons ici que, pour que ce détachement tourbillonnaire ait lieu, il suffit d’être dans la bonne gamme de nombre de Reynolds, et cette gamme semble être large puisqu’il faut atteindre un nombre de Reynolds proche de 200 000 (d) pour voir arriver la transition vers la turbulence. Nous comprenons mieux l’universalité de ce processus de détachement tourbillonnaire. Lorsque le sillage devient turbulent, il n’y a plus de structure organisée, simplement un écoulement irrégulier composé de tourbillons multi-échelles, comparable à celui observé sur la figure 3.3(c). On est, ici encore, en présence d’un écoulement dont la structure est définie par le seul nombre de Reynolds. Le cylindre pourrait être de 2 millimètres de diamètre ou de 10 mètres, peu importe : si le nombre de Reynolds est identique, les deux écoulements sont similaires, comme le sont deux poupées russes de tailles différentes. Notons que dans cette configuration les régimes laminaire et turbulent ne sont clairement définis que pour les nombres de Reynolds inférieurs à 10 et supérieurs à 200 000. Entre les deux, les régimes sont intermédiaires.

Cette faculté qu’a le nombre de Reynolds de renseigner sur le comportement global d’un écoulement fait de lui un allié précieux dans la description d’un phénomène hydrodynamique. Mais là n’est pas son seul pouvoir, car le nombre de Reynolds peut être vu comme le rapport de deux effets antagonistes : une force inertielle ρU2 et une force visqueuse μU/L (les deux forces étant exprimées par unité de surface). Autrement dit, il quantifie le résultat de la lutte entre les effets visqueux, qui tendent à freiner l’écoulement, et les effets inertiels, qui tendent à lui faire conserver sa vitesse4 :

Re = inertie/viscosité.

Ainsi, plus le nombre de Reynolds est grand, plus l’écoulement considéré est inertiel et donc plus il a tendance à conserver sa vitesse. Pour illustrer cela, imaginez être dans une piscine, sous la surface de l’eau, et poussez-vous sur une paroi ; vous parcourrez plus de chemin que si vous faites la même chose dans une piscine de miel. Entre les deux configurations, le nombre de Reynolds a diminué d’environ 106 à 100 : dans le miel l’écoulement est plus visqueux, moins inertiel, le nageur sous-marin sera freiné plus vite.

Nous avons vu qu’un poisson rouge a un nombre de Reynolds d’environ 5.104, et une orque de 5 mètres nageant à 10 m/s atteint environ 5.107. Dans ces deux cas, les nombres de Reynolds sont très grands devant 1. Ce résultat n’a rien de surprenant car leur méthode de propulsion, la nage ondulatoire, repose sur un principe purement inertiel : ils « se poussent » sur l’eau, gagnent de la vitesse et la conservent le temps de ramener leur nageoire caudale et se pousser de l’autre côté.

Estimons maintenant le nombre de Reynolds d’un spermatozoïde dans l’eau : sa taille étant d’environ 100 microns (100.10–6 mètre) et sa vitesse de 100 microns par seconde, on a : Re = 10–2, inférieur à 1. Le spermatozoïde ne ressent donc aucune inertie ! Une anguille, de forme similaire mais beaucoup plus grande (Re = 105), se propulse vers l’avant en générant une allée de tourbillons. Pour savoir si un spermatozoïde peut lui aussi générer des tourbillons, il suffit de reproduire un écoulement comparable, au même nombre de Reynolds (10–2) : par exemple, on peut tremper une allumette (1 millimètre de large) dans un pot de miel et la faire avancer à une vitesse de 0,1 m/s. Sans même faire l’expérience, il est assez intuitif qu’on n’obtiendra pas le moindre tourbillon. Le spermatozoïde doit trouver une autre technique pour se propulser. Il en va de même pour toutes les cellules nageuses plus petites que quelques dizaines de microns (les bactéries qui peuplent nos intestins, les protozoaires dans les étangs, les algues dans les océans, en sont quelques exemples) qui, du fait de leur taille, se propulsent toutes avec des nombres de Reynolds très faibles… Le monde des micro-organismes est le monde des faibles nombres de Reynolds, un monde où l’inertie joue un rôle mineur et où les frottements visqueux sont souverains. D’Arcy Thompson disait à ce propos : « Un bacille vit dans un monde – ou aux frontières d’un monde – tellement éloigné du nôtre que toute conception basée sur notre propre expérience est nécessairement caduque. »

Ci-dessous, nous indiquons quelques exemples de nombre de Reynolds correspondant à des écoulements typiques.




	Écoulement


	Nombre de Reynolds




	Nage d’une bactérie

Nage d’un spermatozoïde

Nage du plus petit poisson (~ 1 cm)

Vol d’une mouche de vinaigre

Sang dans une aorte

Vol d’un petit oiseau

Nage d’un homme

La Seine à Paris

Nage d’une baleine


	0,0001

0,01

1

100

1 000

100 000

1 000 000

50 000 000

100 000 000















Propulsion des bateaux et conception navale

Le bateau est l’un des plus anciens modes de déplacement conçus par l’homme. Il semble remonter à l’homme de Neandertal au Paléolithique moyen, comme en attestent des représentations de mammifères marins datant de cette époque. Dès que l’homme a cherché à se déplacer sur l’eau, il est probable qu’après avoir résolu les problèmes évidents de flottaison, il ait dû s’efforcer de réduire la résistance à la marche de ses embarcations, afin de les déplacer avec le minimum d’efforts. La conception navale était née.

William Froude, un tournant de l’architecture navale

L’homme a progressé dans la conception navale sur la base de principes empiriques, certains pertinents et d’autre moins. En 1746, le scientifique français Pierre Bouguer (1698-1758) publie une œuvre magistrale : Traité du navire, où il fait la première synthèse des connaissances en architecture navale de l’époque. Mais jusque-là et pendant encore plusieurs dizaines d’années, la taille des embarcations augmentait suffisamment lentement pour que la méthode de propulsion s’ajuste efficacement. La résistance de l’eau et les forces de traînée associées étaient alors une préoccupation mineure, parmi d’autres, pour déterminer la puissance nécessaire au déplacement d’un bateau. C’est ici qu’Isambard Kingdom Brunel, ingénieur britannique pionnier de la révolution industrielle, entra en jeu5. Parmi toutes ses réalisations, il créa une série de trois grands navires à vapeur. Le Great Western (1837) et le Great Britain (1843) battirent chacun, lorsqu’ils prirent la mer, le record du plus grand navire à vapeur du monde, avec respectivement 72 et 98 mètres de long. Le Great Britain est considéré comme le premier navire moderne, car doté d’une coque de fer et d’une propulsion à hélice, ce qui était inédit pour un navire de haute mer. Brunel se lança ensuite, en collaboration avec l’architecte John Scott Russell, dans la réalisation du Great Eastern (1858), paquebot de 211 mètres de long, plus de deux fois plus grand que son prédécesseur. C’était le plus grand navire jamais construit à son époque et il le resta pendant quarante ans. Mais le bond technologique fut trop grand et ce navire pharaonique fut un échec, à la fois commercial et technique. En effet, parmi d’autres écueils, sa propulsion, assurée par deux roues à aubes, une hélice et des voiles d’appoint (voir figure 3.5), n’était pas suffisamment efficace pour déplacer un tel monstre à une vitesse acceptable.

[image: Figure 3.5. Gravure du Great Eastern, paquebot transatlantique conçu par Isambard Kingdom Brunel en 1858.]

Figure 3.5. Gravure du Great Eastern, paquebot transatlantique conçu par Isambard Kingdom Brunel en 1858.


William Froude (1810-1879), ingénieur naval britannique qui avait participé à cet échec, comprit les lacunes de l’architecture navale de l’époque. Aucun ingénieur n’était en effet capable d’estimer la puissance nécessaire pour propulser un bateau de taille et de forme quelconques ! Autrement dit, on ne savait pas quantifier la traînée s’appliquant sur une embarcation flottante. W. Froude entreprit donc plusieurs séries d’expériences avec des modèles réduits de formes différentes, et, pour chaque forme, des tailles différentes. Il fit construire un canal de 100 mètres de longueur, un des premiers de ce type au monde, à l’intérieur duquel il tractait ses maquettes. En imposant une vitesse constante, il mesurait la force nécessaire au déplacement, c’est-à-dire la traînée que l’eau applique sur le bateau.

Il apparut que plus le bateau est grand, plus il faut tirer fort pour atteindre la même vitesse ; logique ! De même, pour qu’un bateau aille plus vite, il faut tirer plus fort ; encore logique ! Mais le résultat qui marqua profondément toute la suite de l’architecture navale, c’est que pour deux bateaux similaires de tailles différentes, il existe une vitesse qui laisse le coefficient de traînée Cd presque inchangé ! Cette vitesse est telle qu’elle respecte la similitude suivante : le rapport de leur vitesse au carré sur leur longueur est le même (U2/L = cte). Autrement dit, si deux bateaux similaires de tailles différentes vont à des vitesses qui respectent cette similitude, leurs coefficients de traînée seront quasiment égaux. Ce résultat est crucial car il justifie l’emploi de modèles réduits pour estimer la puissance d’un bateau de taille réelle. Quelques années plus tard, le nombre sans dimension ainsi créé sera nommé en son honneur le nombre de Froude6 :

[image: Illustration]


On a déjà vu apparaître ce nombre sans dimension à plusieurs reprises, et dans différents contextes (marche, vol), et nous le reverrons encore dans cet ouvrage. C’est sans doute le nombre sans dimension le plus important de la mécanique à l’échelle humaine, et ce car il est le rapport de deux effets prépondérants à notre échelle : l’inertie (ρU2) et la gravité (ρgL).

Mais là n’est pas la seule conclusion de William Froude. Il montra aussi que deux bateaux qui respectent cette loi de similitude produisent des champs de vagues quasi semblables. Comme la traînée a aussi peu changé, cela suggère qu’elle dépend du champ de vagues émis. Les vagues jouent donc un rôle essentiel dans la dissipation d’énergie des bateaux ! Effectivement, l’émission de vagues coûte de l’énergie au bateau ou à quiconque se déplace à la surface de l’eau. Cette source de perte d’énergie est la résistance de vagues ou traînée de vagues.



Traînée de vagues

Lorsqu’un bateau, ou un animal, quelle que soit sa taille, se déplace sur l’eau, il émet des vagues dans son sillage. La figure 3.6 montre deux exemples de champs de vagues formés, à gauche, par un canard, et à droite, par un bateau. L’échelle sur ces deux images est donc très différente, et pourtant nous observons ce même sillage de vagues caractéristique en forme de « V ». Ce qui est important ici, c’est que ces vagues consomment de l’énergie et qu’une grande partie de la puissance des pattes du canard ou des moteurs des bateaux est dédiée à fabriquer ces vagues : c’est la traînée de vagues.

[image: Figure 3.6. Champs de vagues formés par le déplacement d’un canard (à gauche) et d’un bateau (à droite) à la surface de l’eau.]

Figure 3.6. Champs de vagues formés par le déplacement d’un canard (à gauche) et d’un bateau (à droite) à la surface de l’eau.


En 2009, l’Américain Taylor Hill, dit l’« homme dauphin », a battu le record du monde du 50 mètres dos (24,04 secondes) de presque 1 seconde, en réalisant sa course entièrement sous l’eau ! Cela montre qu’avec une bonne maîtrise de la nage sous-marine ondulatoire, à la manière d’un dauphin, on peut s’abstraire de la dissipation due aux vagues, et aller plus vite que ses concurrents en surface. Ce type d’exploit sous-marin n’était, en fait, pas nouveau ; avant lui plusieurs athlètes avaient déjà gagné de cette manière en compétition, et la Fédération internationale de natation avait fini par fixer à 15 mètres la distance sous-marine maximale autorisée. Le record de ce nageur ne fut donc pas validé. En revanche, il pose la question d’ouvrir la compétition à la nage sous-marine, qui pourrait alors devenir la course la plus rapide des championnats du monde de natation et des jeux Olympiques.

Froude a montré que deux objets de même forme, se déplaçant à la surface de l’eau, produisent des champs de vagues similaires si le ratio de leur vitesse au carré à leur longueur, U2/L, est constant7. C’est par exemple le cas d’un bateau de 100 mètres avançant à 36 km/h et d’un autre de 4 mètres allant à 7 km/h. La traînée de vagues de ces deux bateaux ayant le même nombre de Froude est la même car ils émettent tous les deux un champ de vagues qui leur coûtera proportionnellement aussi cher à entretenir. Ce concept est fondamental en architecture navale.



Loi d’échelle et conception de bateaux

Grâce à ce que nous venons d’apprendre, on peut tenter d’estimer la traînée totale des bateaux, et donc la puissance de propulsion dont ils auront besoin. Pour ce faire, on peut reprendre l’analyse dimensionnelle effectuée pour caractériser la traînée des sous-marins, et l’adapter au déplacement à la surface de l’eau. La force de traînée Ft sous l’eau était fonction de quatre paramètres : la vitesse U, la taille L, la densité de l’eau ρ et sa viscosité µ, ce qui s’écrivait sous forme adimensionnée : Cd = f(Re).

À la surface de l’eau, comme les vagues générées par les bateaux sont un élément important de dissipation de leur énergie, il faut les prendre en compte. Pour ce faire, il faut considérer un nouveau paramètre : la gravité g. En effet, sans elle, l’eau serait poussée sur les côtés au passage du bateau mais n’aurait pas cette volonté forte de revenir à l’horizontale : il n’y aurait donc pas de vagues. L’existence des vagues générées par le bateau est due à l’effet combiné de la déformation de la surface par celui-ci et de la gravité qui ramène l’interface à l’horizontale. C’est le même principe qu’un ressort sur lequel on tire et qui doit osciller pour retrouver sa position stable, sauf qu’ici c’est la gravité qui joue le rôle de l’élasticité du ressort.

La force de traînée d’un bateau Ft est donc fonction de cinq paramètres (U, L, ρ, µ, g). Avec six variables et trois dimensions (M, L, T), le théorème π affirme qu’interviennent trois nombres sans dimension. Nous en connaissons deux (Cd et Re), et le troisième, qui doit se construire avec le nouveau paramètre, g, n’est autre que le nombre de Froude. Ce dernier montre alors (voir encadré ci-après) que le coefficient de traînée Cd est la somme des deux contributions, qui s’additionnent sans interaction : l’une est associée aux frottements visqueux de l’eau sur la coque du bateau, c’est la traînée visqueuse, qui est une fonction du nombre de Reynolds (Re) ; l’autre est associée à la perte d’énergie due à la formation des vagues, c’est la traînée de vagues, fonction du nombre de Froude (Fr). L’influence respective de ces sources de traînée dépend de la taille et de la vitesse du bateau : un bateau petit ou rapide a un grand nombre de Froude et dissipe plus d’énergie à former des vagues, tandis qu’un bateau grand ou lent est davantage freiné par la viscosité de l’eau.

La traînée d’un bateau

La force de traînée d’un bateau Ft est une fonction de cinq paramètres :

Ft = f(U, L, ρ, µ, g).

Le théorème π impose que le problème soit complètement décrit par trois nombres sans dimension. La traînée s’écrit alors simplement grâce à la relation sans dimension suivante :

Cd = f(Re, Fr).

Comme pour le sous-marin, la fonction f ne change pas si on considère des bateaux qui ont la même forme. Dans ce cas, si on veut utiliser cette relation pour travailler sur un modèle réduit et en déduire la force de traînée sur un bateau de taille normale, il faut conserver simultanément les nombres de Reynolds et de Froude. Autrement dit, pour des maquettes tirées dans l’eau, sur la terre, la densité ρ, la viscosité μ et la gravité restent inchangées. Il faut donc conserver U2/L et UL constants, ce qui est impossible ! En effet, comme la taille d’un modèle est inférieure à la taille réelle, il faut augmenter sa vitesse pour conserver le nombre de Reynolds et en même temps la diminuer pour conserver le nombre de Froude… Une solution pourrait être de plonger le modèle dans un liquide nettement moins visqueux, ou plus dense, que l’eau, mais un tel fluide, avec lequel il soit possible de travailler simplement, n’existe pas. C’est finalement une hypothèse émise par W. Froude vers 1870 qui permit de sortir de cette impasse. Froude a supposé que le coefficient de traînée était la somme des deux composantes de résistance, qui s’additionnent sans interaction, une traînée visqueuse g(Re) et une traînée de vagues h(Fr) :

Cd = g(Re) + h(Fr),

comme nous le décrivons dans le texte ci-dessus.





Pour connaître la puissance dont a besoin un bateau, la méthode consiste à construire un modèle réduit, et à le tracter à l’aide d’un pont roulant dans un canal du type de celui de Froude. La vitesse de traction est donnée par la similitude de Froude (U2/L maintenu constant), et la traînée totale qui s’applique sur le modèle est mesurée. Enfin, en calculant, à l’aide de formules empiriques, l’influence du frottement visqueux sur le modèle réduit et sur le bateau, on en déduit la traînée de vagues et la traînée réelle sur le bateau. Ainsi, les ingénieurs navals connaissent la puissance nécessaire au déplacement du bateau, et peuvent dimensionner son mode de propulsion. Froude a utilisé cette technique, révolutionnaire pour l’époque, pour tester de nouvelles formes de coque et réellement progresser dans l’optimisation des bateaux en minimisant la traînée. Aujourd’hui, cette technique de similitude, associée aux tests utilisant des modèles réduits, reste encore à la base de l’étude des conditions de propulsion des navires. Cela dit, avec le développement très important des possibilités de calcul numérique qu’apporte l’ordinateur, la théorie et les modélisations numériques jouent un rôle de plus en plus important, mais elles ne peuvent toujours pas se passer des expériences.



Vitesse de croisière : du canard au voilier

Nous allons terminer notre discussion autour de l’hydrodynamique navale avec un dernier exemple d’interaction entre un corps flottant propulsé et les vagues qu’il génère. Lorsqu’un bateau avance, il entraîne avec lui des vagues qui se forment tout au long de sa ligne de flottaison. La vitesse d’une vague au large, notée c, est reliée à l’espacement entre deux crêtes successives, qu’on appelle longueur d’onde, et qu’on note λ, comme cela est indiqué sur la figure 3.7. Cette vitesse a pour expression8 :

[image: Illustration]


Plus la longueur d’onde est grande (plus les vagues sont espacées), plus elles vont vite. D’autre part, les vagues vont à la même vitesse que le bateau qui les produit. Si le bateau va lentement, la longueur d’onde est petite, et typiquement inférieure à la longueur L du bateau. C’est la situation schématisée sur la figure 3.7(a). Dans ce cas, la résistance de vagues est assez faible.

Si la vitesse du bateau augmente, la longueur d’onde des vagues qu’il produit augmente. On peut alors définir une valeur critique de la vitesse du bateau pour laquelle la longueur d’onde des vagues entraînées correspond approximativement à la longueur du navire : λ = L. Dans ce cas particulier, le nombre de Froude du bateau Fr = U2/gL atteint la valeur critique de9 :

[image: Illustration]


[image: Figure 3.7. Schéma des vagues de longueur d’onde λ, formées par le déplacement d’un bateau de longueur L, à une vitesse U telle que : (a) λ < L ; (b) λ ≈ L, correspondant à un nombre de Froude : Fr ≈ 0,16 et définissant la vitesse de carène ; (c) λ > L, situation défavorable qui a tendance à faire ralentir le bateau.]

Figure 3.7. Schéma des vagues de longueur d’onde λ, formées par le déplacement d’un bateau de longueur L, à une vitesse U telle que : (a) λ < L ; (b) λ ≈ L, correspondant à un nombre de Froude : Fr ≈ 0,16 et définissant la vitesse de carène ; (c) λ > L, situation défavorable qui a tendance à faire ralentir le bateau.


Pour cette vitesse particulière, représentée sur la figure 3.7(b), le bateau est, en quelque sorte, coincé au creux d’une vague et porté par ses deux crêtes. Cette vitesse est dite critique, car aller au-delà a pour conséquence d’augmenter la longueur d’onde des vagues, et donc de faire tomber le bateau au creux de la vague. Il n’est alors plus porté que par la vague située à la proue comme cela est représenté sur la figure 3.7(c). Cela constitue une situation beaucoup plus défavorable que la précédente en termes de résistance de vagues, et a donc tendance à freiner le bateau et à le faire revenir au cas de la figure 3.7(b). Cette vitesse critique, U2 ≈ 0,16 gL, souvent appelée vitesse de carène, constitue donc une vitesse limite pour de nombreux bateaux. Pour pouvoir dépasser cette vitesse limite, il faut pouvoir déjauger, c’est-à-dire « monter » sur la vague générée à l’avant du bateau, dite vague d’étrave, ce qui ne peut se faire que sous certaines conditions. Il est indispensable pour cela d’avoir un bateau léger, avec une forme de carène favorable, et beaucoup de toile pour un voilier. C’est le cas notamment des navires à grande vitesse, des aéroglisseurs et des dériveurs de course. Dans ce cas, au-delà de la vitesse de carène, le bateau se cabre et peut dépasser sa vague d’étrave au prix d’une forte dépense d’énergie. Le navire qui a déjaugé surfe ensuite à la surface de l’eau, l’arrière porté par la vague d’étrave et l’avant en surplomb au-dessus de l’eau. Il peut ainsi grandement augmenter sa vitesse.

Mis à part ces cas particuliers, la majorité des bateaux ne déjaugent pas et restent à des nombres de Froude inférieurs à 0,16. La vitesse de carène définie plus haut est donc une loi d’échelle intéressante qui permet d’estimer la vitesse maximale des bateaux quelle que soit leur taille. On voit qu’une fois de plus, il faut être grand pour aller vite, mais surtout que la vitesse suit encore cette loi d’échelle en nombre de Froude constant, où la vitesse augmente comme la racine carrée de la longueur, comme le faisaient les objets volants et les objets en chute libre du chapitre 2, et comme vont encore le faire d’autres objets dans la suite.

Ce qui est vrai pour les bateaux l’est aussi pour les animaux qui se déplacent à la surface de l’eau. Sur la figure 3.8, la vitesse de certains de ces animaux est tracée en fonction de leur taille, dans un repère log-log. Tous les points se situent effectivement en dessous de la limite correspondant à un nombre de Froude de 0,16. Cela signifie que la vitesse de tous ces animaux ne peut dépasser la même vitesse critique que celle définie pour les bateaux.

[image: Figure 3.8. Vitesse de quelques animaux qui nagent à la surface de l’eau en fonction de leur taille, tracée dans un diagramme log-log. La droite représente la vitesse critique définie par Fr = 0,16 (adapté de Vogel, 2013).]

Figure 3.8. Vitesse de quelques animaux qui nagent à la surface de l’eau en fonction de leur taille, tracée dans un diagramme log-log. La droite représente la vitesse critique définie par Fr = 0,16 (adapté de Vogel, 2013).


Pour un canard qui mouille environ 30 centimètres de longueur de corps dans l’eau (L = 0,3 mètre), sa vitesse ne peut dépasser 0,7 m/s, ce qui est assez modeste. Malgré ces faibles vitesses, il semble que la nature n’ait jamais voulu investir dans un animal capable de dépasser sa vitesse de carène. Cela aurait probablement coûté trop cher en énergie, bien plus que de changer de stratégie. En effet, comme on l’a vu, les nageurs vont plus vite et se fatiguent moins lorsqu’ils passent sous la surface. Un pingouin, par exemple, peut atteindre 4,5 m/s sous l’eau alors qu’il est limité à 0,5 m/s à la surface. La plupart des animaux vont donc préférer se déplacer sous l’eau ou dans les airs plutôt qu’à la surface. Même les mammifères marins préfèrent le plus souvent nager sous la surface et ne remonter qu’un court instant pour respirer avant de retourner sous l’eau. Ils peuvent ainsi s’abstraire de cette résistance de vagues qui possède deux inconvénients majeurs : ralentir leur mouvement en ajoutant une source de dissipation d’énergie ; et limiter leur vitesse à une valeur qui pourrait vite devenir une source d’angoisse assez intense, si leur survie ne devait tenir qu’à leur rapidité à fuir un prédateur…





Courant de gravité et dynamique de bulle

Le jardin du manoir de Woolsthorpe, dans le comté du Lincolnshire en Angleterre, a abrité le pommier le plus célèbre de la science. La légende veut qu’une pomme tombant de cet arbre aurait révélé la loi de l’attraction universelle à Isaac Newton (1643-1727). Cette loi décrit la gravitation comme la force responsable de la chute des corps : la Terre, qui possède une masse considérable (~ 6.1024 kilos), exerce une force qui nous attire vers elle. Cette force est égale à la masse de l’objet considéré, que multiplie une constante : g, l’accélération de la pesanteur. La loi newtonienne de la gravitation permet ainsi de retrouver précisément la valeur de cette constante, qui avait été introduite par Galilée plus d’un demi-siècle auparavant : g ≈ 9,8 m/s2, en moyenne. Le champ attractif de pesanteur terrestre, qui s’exerce sur tout corps doté d’une masse, est donc responsable de nombreux mouvements.

Au cours du second chapitre, nous avons montré que, à cause des frottements de l’air, l’expression approximative pour la vitesse de chute libre s’écrit : U ~ [image: Illustration], avec L la taille caractéristique de l’objet. Plus un objet est gros, plus il tombe vite. Le nombre de Froude : Fr = U2/gL, est alors constant. Dans cette section nous allons élargir ce résultat en introduisant plusieurs types d’écoulement qui sont induits par l’attraction de la pesanteur, c’est-à-dire dont la gravité est l’unique moteur.

Les courants de gravité

Un matin d’hiver, vous ouvrez la porte de chez vous. Alors qu’il n’y a aucun vent, le froid s’engouffre dans la maison ! Le détroit du Bosphore, à Istanbul, voit de temps en temps la mer Noire couler dans la mer de Marmara. Voilà deux exemples, à des échelles bien différentes, de ce qu’on appelle des courants de gravité, c’est-à-dire des écoulements induits par la gravité entre deux fluides de densités différentes. Tempête de sable, brise marine, avalanche de neige ou coulée pyroclastique sur les flancs d’un volcan sont autant d’exemples de ces écoulements10. Sont rassemblés sous le terme « courant de gravité » des écoulements principalement horizontaux (la propagation verticale d’une fumée chaude n’en fait, par exemple, pas partie), induits par une différence de densité ∆ρ, dans un champ de gravité. Il y a de nombreux moyens de générer cette différence de densité : une différence de température (un fluide froid est plus lourd qu’un fluide chaud) ; une différence de salinité (l’eau salée est plus lourde que l’eau douce) ; ou la mise en suspension de particules solides plus denses que le fluide ambiant, comme lors de la démolition d’un immeuble qui génère la propagation d’un courant chargé en particules fines.

De natures si différentes qu’ils puissent être, ces courants de gravité ont souvent une structure commune. La figure 3.9 présente cette structure, avec en (a) un courant d’eau salée et colorée qui coule dans de l’eau non salée et transparente, les zones de gris intermédiaire mettant en évidence le mélange entre les fluides, et en (b) une schématisation de l’avant du courant. Ils sont allongés, et constitués d’une tête, en aval de laquelle se développent des tourbillons qui créent une zone de mélange entre le courant et le fluide ambiant.

[image: Figure 3.9. Exemple d’un courant de gravité typique. (a) un liquide lourd, foncé (eau salée colorée), se propage dans un liquide léger transparent (eau) ; les niveaux de gris intermédiaire représentent le niveau de mélange entre le courant et le fluide ambiant. (b) Schématisation de l’avant du courant, délimité par un rectangle pointillé sur la photo. Le courant lourd, de densité ρc, s’écoule dans le fluide léger de densité ρa. Son épaisseur typique est h, et sa vitesse U.]

Figure 3.9. Exemple d’un courant de gravité typique. (a) un liquide lourd, foncé (eau salée colorée), se propage dans un liquide léger transparent (eau) ; les niveaux de gris intermédiaire représentent le niveau de mélange entre le courant et le fluide ambiant. (b) Schématisation de l’avant du courant, délimité par un rectangle pointillé sur la photo. Le courant lourd, de densité ρc, s’écoule dans le fluide léger de densité ρa. Son épaisseur typique est h, et sa vitesse U.


Sous cette zone, la queue alimente la tête en fluide pur, lui permettant de continuer à avancer à vitesse constante. Tant que la tête est nourrie en fluide pur, le courant de gravité se propage en conservant sa structure. L’épaisseur, h, du courant présenté sur la figure 3.9(a) est de l’ordre du centimètre. Dans la suite, nous verrons des exemples de courants de gravité dont cette épaisseur avoisine le kilomètre et qui répondent à la même description. Cette similitude, à des échelles si différentes, fait de cet objet un archétype de structure invariante d’échelle, une sorte de famille de matriochkas liquides et tempétueuses.

Par analogie avec le mouvement de chute libre, lui aussi induit par la gravité, on s’attend à ce que la vitesse du courant soit de la forme U ~ [image: Illustration], où h est l’épaisseur du courant, seule longueur à notre disposition dans ce problème. Cela serait effectivement le cas d’un liquide dans l’air. Oui mais voilà : verser de l’eau salée à l’air libre, ou au fond d’un aquarium d’eau douce, produira deux écoulements ayant une vitesse très différente. La raison est simple : la différence de densité est radicalement différente dans les deux cas. Le terme de gravité, g, doit donc être remplacé par un terme pondéré par la différence de densité, soit : (∆ρ/ρc)g, avec ∆ρ = ρc – ρa, différence de densité entre le courant lourd et le fluide ambiant léger. Dans le cas où de l’eau (ρc = 1 000 kg/m3) coule dans l’air (ρa = 1 kg/m3), on retrouve que ce terme de pondération vaut quasiment 1, comme pour la chute libre ; en revanche, si c’est de l’eau de mer (ρc = 1 025 kg/m3) qui coule dans de l’eau douce, alors le terme de pondération ∆ρ/ρc vaut environ 0,025, et le moteur est 40 fois moins puissant que pour la chute libre. Par conséquent, dans le cas général de fluides pouvant avoir des densités proches, le nombre sans dimension pertinent est un nombre de Froude modifié, où la gravité est pondérée par la différence de densité entre les fluides, qui se note Fr’ et s’écrit :

[image: Illustration]


La première étude quantitative des courants de gravité est réalisée en 1940 par le physicien Theodore von Kármán. L’armée américaine lui avait demandé d’évaluer sous quelles conditions de vent il serait possible de relâcher un gaz toxique plus lourd que l’air, afin qu’il aille vers l’ennemi, et surtout qu’il évite de revenir en arrière. Kármán montra alors que le nombre de Froude modifié d’un courant de gravité est égal à 2 : Fr’ = 2. Ce résultat est vite devenu célèbre, bien que Kármán n’ait pas considéré l’effet du vent sur le gaz, mais l’intérêt pour cet objet modèle était lancé. La valeur de la constante a ensuite été débattue, mais l’important est que le nombre de Froude reste le plus souvent constant et proche de 1.

La vitesse d’un courant de gravité est donc toujours assez proche de : U2 = (∆ρ/ρc)gh. En somme, ce qui est fascinant, c’est que quelles que soient leur taille et la manière dont ils ont été formés, les courants de gravité conservent une structure semblable, proche de celle de la figure 3.9(b), et sont gouvernés par la loi d’échelle simple : Fr’ ≈ 1. Cela est bien sûr une vue d’ensemble, qui cache de très nombreuses subtilités, mais c’est un excellent point de départ pour étudier et comprendre ces écoulements si présents autour de nous. Cette invariance d’échelle a aussi naturellement rendu pertinente son étude en laboratoire puisque, en conservant une similarité géométrique et un nombre de Froude modifié proche de 1, il est possible de capturer les caractéristiques principales de courants atmosphériques ou océaniques, largement plus grands et plus rapides. Voyons maintenant quelques exemples de courants de gravité dans la nature.



Courant d’air froid : le haboob

Les haboobs, « vent fort » en arabe, sont des tempêtes de sable qui se forment régulièrement dans certaines régions du globe et dont l’image de la figure 3.10 est un exemple. On observe sur cette photographie un front de sable, haut de 600 mètres, s’abattant à 55 km/h sur la ville de Phoenix en Arizona. Pour comprendre ce phénomène, il faut rappeler que lorsque de l’eau s’évapore, elle fait chuter la température autour d’elle : c’est pourquoi nous avons toujours froid en sortant de la douche, ou que du linge humide refroidit la pièce où il sèche.

[image: Figure 3.10. Exemple d’une tempête de sable (haboob) s’abattant sur la ville de Phoenix en Arizona le 21 juillet 2012. Ce jour-là elle priva 9 000 foyers d’électricité et l’aéroport dut fermer pendant 20 minutes.]

Figure 3.10. Exemple d’une tempête de sable (haboob) s’abattant sur la ville de Phoenix en Arizona le 21 juillet 2012. Ce jour-là elle priva 9 000 foyers d’électricité et l’aéroport dut fermer pendant 20 minutes.


Lorsqu’un orage s’abat sur une région chaude et sèche, la pluie s’évapore, créant une colonne d’air froid. Cette colonne de fluide, plus lourde que son environnement, peut alors s’effondrer et se répandre au sol, créant un immense courant de gravité qui s’étale autour de la zone orageuse. Dans les zones arides où le sol est sablonneux ou poussiéreux, les vents forts au sein de ce courant d’air froid peuvent soulever les grains de sable, qui sont ensuite maintenus en suspension par les mouvements de l’air et se propagent avec le courant de gravité jusqu’à ce qu’il s’arrête. Ce phénomène se produit souvent en Arizona, en Inde et dans plusieurs pays d’Afrique, particulièrement au Soudan, pays qui lui a donné son nom11.

La hauteur de ces courants d’air froid varie de quelques centaines de mètres à plus de 1 kilomètre et ils avancent à plusieurs dizaines de kilomètres à l’heure ! Par exemple, une chute de température de 35 °C à 33 °C (∆T/T = 6 %)12 au passage d’un haboob de 1 kilomètre de haut lui donne une vitesse : U = ((∆T/T)gh)1/2 = 90 km/h. Le haboob est un courant d’air froid, dont la forme et les écoulements internes montrent une structure très semblable aux courants de gravité observés en laboratoire.



Courant de suspension :
turbidité et nuées ardentes

Des courants de gravité apparaissent lorsque deux fluides de densités différentes sont mis en contact, une différence de température ou de salinité pouvant être à l’origine de cette différence de densité. Un autre mécanisme consiste à mettre des particules en suspension ; si ces particules sont suffisamment lourdes et nombreuses, le fluide mélangé à ces particules sera plus lourd que le fluide environnant, et pourra se propager. Mais il faut aussi que ces particules soient suffisamment petites pour être conservées en l’air par les mouvements turbulents internes au courant de gravité. Si elles retombent, le courant meurt.

La nuée ardente est un nuage plus dense que l’air constitué de particules et de gaz chaud dévalant les pentes d’un volcan (figure 3.11). Cette expression est née lors de l’éruption de la montagne Pelée en Martinique en 1902, qui est tristement célèbre pour avoir entièrement décimé la ville de Saint-Pierre, faisant près de 30 000 morts. Ce courant de suspension peut, soit être simplement mû par la gravité, soit être en plus propulsé par l’explosion du volcan ; dans ce cas, il peut atteindre des vitesses dépassant les 500 km/h ! La vitesse et l’inertie de ce nuage sont telles qu’il peut remonter des pentes, franchir des collines et changer de vallée. Dans certains cas, il peut même se propager sur l’eau, comme lors de l’éruption de la montagne Pelée, quand il fit brûler une vingtaine de navires marchands ancrés dans la baie de Saint-Pierre.

[image: Figure 3.11. Nuées ardentes dévalant les flancs du Mayon aux Philippines en 1984.]

Figure 3.11. Nuées ardentes dévalant les flancs du Mayon aux Philippines en 1984.


Un autre courant de suspension très étudié est un courant océanique dit de turbidité. Ce phénomène prend généralement naissance près des côtes. Pour le former, il faut un événement susceptible de soulever des particules de sédiment (tremblement de terre, glissement de terrain) ; une fois les particules mises en suspension, elles forment un courant plus dense que l’eau de mer qui peut commencer à se propager et à descendre le plateau continental (figure 3.12). Une fois lancé, il peut continuer à soulever des sédiments sur son passage, ce qui lui permet de devenir plus dense, donc plus rapide et ainsi de soulever encore plus de particules.

[image: Figure 3.12. Courant de turbidité, plus dense que l’eau de mer, s’écoulant au fond de l’océan (adapté de Simpson, 1997).]

Figure 3.12. Courant de turbidité, plus dense que l’eau de mer, s’écoulant au fond de l’océan (adapté de Simpson, 1997).


Ce phénomène d’autorégénération lui permet de parcourir des centaines de kilomètres sans s’estomper. Lorsque l’aéroport de Nice, en cours de travaux, s’est effondré le 16 octobre 1979, un morceau de digue long de 300 mètres tomba dans la mer. 30 millions de tonnes de gravats furent englouties en quelques secondes. Quatre heures plus tard et 100 kilomètres plus loin, le courant de gravité ainsi généré coupa un câble téléphonique sous-marin qui reliait la ville de Gênes à Majorque. Encore quatre heures et 40 kilomètres plus loin, il sectionna un câble reliant Gênes à la Sardaigne. Sa vitesse maximale fut estimée à 40 km/h.



Influence du nombre de Reynolds

On a jusque-là supposé que le nombre de Froude était le seul nombre sans dimension pertinent de ce problème. Autrement dit, on a supposé que la dynamique de ces courants était dominée par un équilibre entre la gravité et l’inertie du courant. L’influence de la viscosité a donc été négligée, ce qui se justifie dans la plupart des cas, et notamment dans les exemples donnés ici. Pour s’en assurer, il suffit d’estimer le nombre de Reynolds, qui compare les effets inertiels et les effets visqueux. Pour le haboob, d’une hauteur de 1 000 mètres pour une vitesse de 25 m/s se propageant dans l’air, le nombre de Reynolds est de 25.108, soit très nettement supérieur à 1, indiquant que les effets visqueux sont effectivement négligeables. Pour le courant de turbidité niçois, plus petit (disons 1 mètre de haut) et plus lent (10 m/s), le nombre de Reynolds reste très élevé : 105.

[image: Figure 3.13. Images montrant la forme d’un courant de gravité en fonction du nombre de Reynolds. Il passe de moins de 10 en (a) à plus de 1 000 pour (f). Le nombre de Reynolds augmente avec la différence de température entre le courant et le fluide ambiant (tiré de Simpson, 1997).]

Figure 3.13. Images montrant la forme d’un courant de gravité en fonction du nombre de Reynolds. Il passe de moins de 10 en (a) à plus de 1 000 pour (f). Le nombre de Reynolds augmente avec la différence de température entre le courant et le fluide ambiant (tiré de Simpson, 1997).


Il existe des courants de gravité dont les nombres de Reynolds ne sont pas si grands, et en premier lieu lorsqu’il s’atténue et meurt ; en effet, lorsque sa source de fluide dense se tarit et que sa tête n’est plus alimentée, il ralentit et s’affine, ce qui conduit à une diminution du nombre de Reynolds. Des études ont montré que la viscosité commençait à jouer un rôle pour des nombres de Reynolds inférieurs à 1 000. Dans ce cas, il faut ajouter la viscosité et la densité du courant dans l’analyse dimensionnelle, ce qui donne lieu à la construction de deux nombres sans dimension, que l’on peut exprimer simplement par la relation Fr’ = f(Re). Le nombre de Froude n’est plus constant, il dépend alors du nombre de Reynolds, tout comme la forme du courant de gravité. Cette interdépendance est illustrée sur la figure 3.13 : le courant de gravité en (f), avec un nombre de Reynolds supérieur à 1 000, a une forme très proche de celui présenté comme universel en figure 3.9.

Dans ce cas, le nombre de Froude reste le seul maître à bord. Puis, de (f) à (a), la vitesse du courant de gravité diminue, et avec elle son nombre de Reynolds ; sa forme change, le mélange diminue et la tête rapetisse. En (a) le nombre de Reynolds est inférieur à 10. S’il continue à diminuer, l’écoulement deviendra complètement visqueux. Un exemple de ces courants visqueux peut être observé en faisant dévaler du miel sur une tartine penchée. Ces écoulements n’ont alors plus les caractéristiques de leurs homologues inertiels.



Bulles, de l’océan au champagne,
et de Taylor à Stokes

Les bulles sont des poches de gaz entourées de liquide. De la même façon qu’une pomme, qui a une densité nettement supérieure à celle de l’air, tombe d’un pommier, une bulle, dont la densité est plus faible que le liquide environnant, monte vers la surface. La force associée est la poussée d’Archimède, du nom du savant grec qui vécut à Syracuse, en Sicile, de 287 à 212 avant J.-C., et qui en énonça les propositions dans son Traité des corps flottants. Comme la chute libre, la remontée d’une bulle est due à la gravité. Dans l’espace, une bulle reste en effet immobile, piégée dans le liquide où elle est née. La poussée d’Archimède est une force semblable au poids : FA = masse × gravité, dirigée de bas en haut. Dans ce cas, la masse correspond à celle du liquide déplacé, c’est-à-dire au produit du volume de la bulle de rayon R (~ R3) par la masse volumique du liquide ρl. Elle s’écrit :

FA ~ ρlR3g.

Quand la bulle, mue par la gravité, remonte dans le liquide, elle subit une force de traînée Ft opposée à son déplacement. On a vu que cette force dépend du nombre de Reynolds (figure 3.2). En conséquence, la vitesse de remontée de la bulle ainsi que sa forme seront très différentes en fonction de sa taille.

Commençons par discuter le cas où le nombre de Reynolds de la bulle est grand, typiquement supérieur à 1 000. Dans ce cas, le coefficient de traînée est constant et la force de traînée est de la forme (figure 3.2) : Ft ~ ρlR2U2. La vitesse d’ascension de la bulle est alors issue de l’équilibre entre la force d’Archimède et la force de traînée inertielle, FA ~ Ft, qui se réduit à U ~ [image: Illustration] ou, écrit sous forme adimensionnée :

Fr ~ 1.

[image: Figure 3.14. Exemples de bulle de Taylor, dont la forme caractéristique est celle d’une portion de sphère. Elles sont suivies par une multitude de bulles plus petites. Ces grosses bulles sont familières aux plongeurs.]

Figure 3.14. Exemples de bulle de Taylor, dont la forme caractéristique est celle d’une portion de sphère. Elles sont suivies par une multitude de bulles plus petites. Ces grosses bulles sont familières aux plongeurs.


Effectivement, ce mouvement résultant d’un équilibre entre la gravité et l’inertie de la bulle se fait, une fois encore, à nombre de Froude constant ! Sa vitesse ne dépend que de son rayon et, plus elle est grosse, plus elle va vite. L’universalité de cette loi d’échelle est absolument remarquable, son extrême simplicité, mettant en jeu deux effets omniprésents à notre échelle, fait qu’elle gouverne un nombre faramineux de systèmes physiques. Pour que les bulles soient dans ce régime, il faut qu’elles aient un diamètre supérieur au centimètre13. Nous sommes dans le domaine des grosses bulles, dont la figure 3.14 montre un bel exemple. Quelle que soit leur taille, ces bulles sont des portions de sphère : elles ont une partie avant sphérique et une partie arrière tronquée, plus ou moins plate. Dans la communauté scientifique, ces bulles portent le nom de bulles de Taylor, du nom du physicien britannique G. I. Taylor, qui les a étudiées de près14.

À l’autre extrémité de la gamme d’échelle se trouvent les bulles dont le nombre de Reynolds est inférieur à 1. Dans cette gamme, une sphère en mouvement ressent une force de traînée visqueuse, la force de Stokes, qui est proportionnelle au produit de la viscosité du liquide, de la taille de la bulle et de sa vitesse (figure 3.2) : Ft ~ μUL. Ces bulles ont une vitesse d’ascension qui résulte d’un équilibre entre la force d’Archimède (FA) qui les tire vers le haut et cette force visqueuse qui les freine (ρlR3g ~ μRU) ; elle s’écrit :

[image: Illustration]


Cette vitesse, strictement valable pour des nombres de Reynolds inférieurs à 1, ne devrait concerner que des bulles avec un diamètre inférieur à 200 microns, mais l’expérience montre qu’elle reste à peu près valable jusqu’aux bulles millimétriques. Ce type de petites bulles est extrêmement courant tout autour de nous : elles peuplent les océans comme toutes les boissons effervescentes. Elles sont même devenues, par métonymie, une désignation courante du champagne. Et pour cause : une bouteille de champagne contient assez de gaz carbonique pour donner naissance à environ 80 millions de bulles ! C’est plus que le nombre d’habitants en France, comme le fait remarquer Gérard Liger-Belair, professeur à l’université de Reims, dans son ouvrage Voyage au cœur d’une bulle de champagne. Il estime qu’environ 2 millions de bulles de gaz carbonique s’échapperont de votre flûte, si tant est que puissiez résister à la tentation de boire votre champagne avant la fin de l’effervescence.

Regardons d’un peu plus près la vie de ces bulles. Tout d’abord, une bulle ne peut pas naître ex nihilo ; il lui faut un site capable de la faire naître. Dans la majorité des cas, ce sont des fibres de cellulose, toujours présentes dans les verres, qui jouent ce rôle de nid. Deux exemples de ces fibres sont montrés en figure 3.15. On peut voir qu’à l’intérieur de ces petits tubes, c’est une minuscule poche d’air prisonnière du champagne qui donne naissance aux bulles. Lorsqu’elle est expulsée de son site de nucléation, la bulle présente un diamètre comparable à celui de la fibre dont elle s’est extraite, soit entre 10 et 20 micromètres. Elle est encore invisible à l’œil nu.

[image: Figure 3.15. Exemples de fibre de cellulose présente dans un verre de champagne. Les poches de gaz dans la fibre sont responsables de la formation des bulles.]

Figure 3.15. Exemples de fibre de cellulose présente dans un verre de champagne. Les poches de gaz dans la fibre sont responsables de la formation des bulles.


Commence alors son ascension vers la surface du liquide sous l’effet de la poussée d’Archimède. Mais le champagne est toujours sursaturé en gaz carbonique qui veut s’échapper par tous les moyens, si bien que lorsque les molécules de gaz voient passer une bulle, elles se précipitent à l’intérieur.

Au cours de son voyage, une bulle se nourrit donc, voir se gave, du gaz carbonique présent dans le champagne (figure 3.16) et, après un trajet de 10 centimètres environ, elle aura multiplié sa taille par 100, pour atteindre un diamètre d’environ un millimètre. Au cours de ce périple gastronomique, elle aura donc vu son volume augmenter d’un facteur 1 million (1003) ! Notons au passage que malgré cette gigantesque croissance, leur forme ne change pas, et ces bulles restent parfaitement sphériques. En effet, toutes les bulles dont le diamètre n’excède pas le millimètre respectent cette similitude de forme. C’est notamment le cas dans un verre de champagne.

Reprenons la loi d’échelle que nous avons écrite pour la vitesse d’ascension d’une petite bulle (U ~ R2) : plus une bulle grossit, plus elle doit aller vite. Cette accélération continue s’observe parfaitement sur la figure 3.16 : les bulles s’espacent les unes des autres à mesure qu’elles grossissent. Pour aller plus loin dans la comparaison quantitative, la vitesse de remontée des bulles de champagne a été mesurée et tracée sur la courbe de la figure 3.17, en fonction de son rayon, sur toute la gamme de taille de bulle observée dans une flûte de champagne.

[image: Figure 3.16. Train de bulles en ascension dans un verre de champagne. La bulle voit sa taille et sa vitesse augmenter lors de son trajet.]

Figure 3.16. Train de bulles en ascension dans un verre de champagne. La bulle voit sa taille et sa vitesse augmenter lors de son trajet.


La loi d’échelle de vitesse d’ascension est superposée, en trait plein, à ces données expérimentales, et les nombres de Reynolds associés sont indiqués. Cette loi d’échelle rend très bien compte de la vitesse de ces bulles sur presque toute leur gamme d’existence, c’est-à-dire pour des rayons de bulles compris entre 40 et 400 microns. Le nombre de Reynolds maximal est alors d’environ une centaine. Au-delà, les vitesses expérimentales commencent à dévier vraiment de la loi en vitesse au carré. L’influence de la viscosité devient alors de plus en plus négligeable et, pour des nombres de Reynolds de l’ordre de 1 000, la vitesse des bulles devient purement inertielle ; elle varie alors comme la racine carrée du rayon des bulles (U ~ R1/2). Une autre façon de décrire ce système revient à remarquer que la loi d’échelle d’ascension des bulles peut se réécrire de manière équivalente sous la forme adimensionnée15 : Fr ~ Re. Dans ce cas, le nombre de Froude commence par augmenter proportionnellement au nombre de Reynolds dans le régime visqueux, avant d’atteindre une valeur constante dans le régime inertiel. Les bulles sont alors passées du régime de Stokes à celui de Taylor. Mais cela n’arrivera pas dans un verre de champagne, à moins qu’il ne soit très, très long.

[image: Figure 3.17. Vitesse d’ascension des bulles de champagne tracée en fonction de leur rayon. Les données expérimentales (o) sont comparées avec la vitesse de Stokes U ∝ R2 (trait noir). Les nombres de Reynolds des bulles sont indiqués (adapté de Liger-Belair, 2017).]

Figure 3.17. Vitesse d’ascension des bulles de champagne tracée en fonction de leur rayon. Les données expérimentales (o) sont comparées avec la vitesse de Stokes U ∝ R2 (trait noir). Les nombres de Reynolds des bulles sont indiqués (adapté de Liger-Belair, 2017).






La capillarité

La capillarité est indissociable de la physique des bulles, des gouttes et, plus généralement, des objets liquides à petite échelle. On a déjà discuté de certains de ces effets dans le contexte du déplacement d’insectes sur l’eau. On a vu que la tension de surface d’un liquide, notée γ, responsable des effets capillaires, tend à minimiser la surface de contact entre deux fluides (liquide-gaz ou deux liquides non miscibles). Élargissons maintenant le débat.

Un peu d’histoire

Une des manifestations les plus surprenantes des forces capillaires est sans doute le phénomène d’ascension capillaire. Tout le monde en a déjà fait l’expérience en trempant un biscuit ou un sucre dans un liquide. Pour réaliser l’expérience de manière plus contrôlée, il suffit de mettre en contact un tube de petit diamètre, dit tube capillaire, avec la surface d’un liquide. Dans la plupart des cas, le liquide monte dans le tube, comme dans l’expérience présentée en figure 3.18. Mais comment ce liquide arrive-t-il à défier la gravité à laquelle nous sommes pourtant tous assujettis ?

[image: Figure 3.18. Expérience d’ascension capillaire, réalisée avec quatre tubes capillaires de diamètre intérieur différent. Les hauteurs de liquide sont inversement proportionnelles au rayon du tube (tiré de Quéré, 2007).]

Figure 3.18. Expérience d’ascension capillaire, réalisée avec quatre tubes capillaires de diamètre intérieur différent. Les hauteurs de liquide sont inversement proportionnelles au rayon du tube (tiré de Quéré, 2007).


Le premier à faire mention de cette expérience, et de son étonnement, est Léonard de Vinci (1452-1519). À la suite de quoi un autre scientifique de la Renaissance italienne, Giovanni Borelli (1608-1679), montre en 1670 que la hauteur h atteinte par le liquide est inversement proportionnelle au rayon r du tube : h ~ 1/r. Isaac Newton consacre ensuite la « 31st query » (question), à la fin de son fameux ouvrage Opticks (1704), à ce problème surprenant. Il ouvre quelques pistes pour les générations futures. Puis deux Anglais, d’abord Francis Hawksbee (1660-1713) en 1712 suivi de James Jurin (1684-750) en 1719, publient indépendamment de nouveaux résultats, issus de séries d’expériences complètes. Ils confirment la relation de Borelli (h ~ 1/r), qui portera dorénavant le nom de loi de Jurin, et apportent de nouvelles observations et interprétations. Mais il manquait toujours une explication à ce phénomène…

En 1751, le mathématicien autrichien Johann Segner introduit le concept de tension de surface des liquides. Il décrit cette tension, à juste titre, comme une sorte de membrane sous tension à la surface des liquides, luttant contre ses déformations. C’est dans ce contexte qu’en 1805, le Britannique Thomas Young (1773-1829) et le Français Pierre Simon de Laplace (1749-1827) expriment l’existence des forces capillaires, en résolvant simultanément cette question de l’ascension capillaire, vieille d’au moins trois cents ans.



Loi de Laplace

Pour arriver à ses fins et expliquer la loi de Jurin, Laplace dut introduire une nouvelle équation, essentielle pour comprendre les effets capillaires : elle exprime la différence de pression qui existe de part et d’autre d’une interface courbée. On va d’abord l’introduire dimensionnellement, puis la discuter, avant de revenir au problème de l’ascension capillaire. Pour ce faire, considérons un système plus simple que celui de Jurin : la bulle de champagne. C’est une simple sphère de rayon R, qui se doit d’être en surpression par rapport au liquide, sans quoi elle s’effondrerait sur elle-même. Cette différence de pression entre l’intérieur et l’extérieur de la bulle (∆P) étant une conséquence de la tension de surface (γ), on s’attend à ce que ces deux paramètres soient liés par une loi d’échelle. Il suffit alors d’écrire la dimension de ∆P et de γ16, pour s’apercevoir qu’il ne manque qu’une distance pour relier les deux, et il n’y en a qu’une ici : le rayon de la bulle. La différence de pression de part et d’autre de la surface de la bulle s’exprime donc simplement par la loi d’échelle :

 

∆P ~ γ/R.

 

C’est l’expression dimensionnelle de la loi de Laplace pour une sphère17. Cette différence de pression est due aux forces de tension de surface qui tendent à minimiser l’aire de contact entre le gaz et le liquide. C’est elle qui lutte pour imposer aux bulles une forme sphérique, la sphère étant la forme qui minimise sa surface. La tension de surface agit comme une sorte de membrane tendue luttant contre les déformations de la bulle. D’autre part, cette expression indique que la pression dans la bulle est supérieure à la pression extérieure d’un facteur γ/R. C’est-à-dire que la surpression dans la bulle est d’autant plus grande que son rayon est faible. C’est ce qui explique que les petites bulles restent sphériques, alors que les plus grosses se déforment plus facilement.

Cette expression permet aussi de revenir sur la naissance des bulles de champagne. En effet, cette loi pose problème lorsque R est infiniment petit, car la pression correspondante dans la bulle devrait tendre vers l’infini, ce qui n’est pas raisonnable. Cela explique pourquoi une bulle ne peut naître que sur des germes d’air (ou de vapeur) déjà présents dans le liquide (figure 3.15). Cela permet aux bulles de commencer leur vie avec un rayon suffisamment grand pour que la pression correspondante ne soit pas trop élevée. Que se passe-t-il si une flûte est parfaitement exempte de la moindre particule, et donc du moindre germe de gaz ? L’expérience a été réalisée dans une salle blanche du laboratoire de recherche de la maison Moët & Chandon. Un vin de Champagne fut versé dans une flûte parfaitement nettoyée, sans aucune des fibres de cellulose dont nous avons vu le rôle. Après la production éphémère de mousse due au versement, le champagne dans la flûte ressemblait tristement à un vin blanc plat. Le problème est similaire pour la naissance d’une goutte dans un nuage. Elle ne peut naître d’un simple agrégat de quelques molécules, sans quoi son rayon, quasi nul, engendrerait une pression de Laplace gigantesque. C’est pourquoi l’eau, dans les nuages, se condense sur des petites particules, comme des cristaux de sel, de sorte que la goutte puisse croître, tel un fruit autour de son noyau.



Ascension capillaire et loi de Jurin

Revenons en 1805. Fort de sa nouvelle relation permettant d’exprimer la différence de pression de part et d’autre d’une interface courbée, Laplace peut s’attaquer à la détermination de la hauteur d’élévation capillaire. Pour comprendre ce phénomène d’ascension, il faut d’abord observer ce qu’il se passe lorsqu’une lame solide est plongée dans un liquide parfaitement mouillant18. Comme on le voit sur la lame de gauche de la figure 3.19, des ménisques se forment, c’est-à-dire que la surface de l’eau se courbe à proximité du solide. En conséquence de cette courbure de l’interface, il apparaît une différence de pression, qui impose au liquide dans les ménisques d’être en légère dépression par rapport à la pression atmosphérique. C’est ce qui permet à cette petite quantité de fluide de s’élever au-dessus du niveau du reste du liquide. Si l’on plonge une deuxième lame et qu’on la rapproche suffisamment de l’autre, le liquide monte jusqu’à une hauteur h (au centre de la figure 3.19). Si on les rapproche encore, h augmente encore (à droite de la figure 3.19).

[image: Figure 3.19. Schéma d’une expérience d’ascension capillaire. À gauche, deux lames solides (vues de côté) sont plongées dans un liquide mouillant : des ménisques se forment de part et d’autre des lames. Au centre, les deux lames sont distantes d’une longueur 2r, le liquide monte à la hauteur h. À droite, r est inférieur, h est supérieur.]

Figure 3.19. Schéma d’une expérience d’ascension capillaire. À gauche, deux lames solides (vues de côté) sont plongées dans un liquide mouillant : des ménisques se forment de part et d’autre des lames. Au centre, les deux lames sont distantes d’une longueur 2r, le liquide monte à la hauteur h. À droite, r est inférieur, h est supérieur.


Cette ascension se comprend grâce à la loi de Laplace : l’interface courbe entre les deux lames génère, sous l’interface, une pression inférieure à la pression atmosphérique. Cette dépression aspire le liquide et lui permet de monter jusqu’à une hauteur h, de sorte que la pression hydrostatique entre les lames (ρgh) équilibre cette pression capillaire de Laplace19 (γ/r). On peut faire le même raisonnement en remplaçant les deux lames par un tube de rayon r, et cet équilibre de pression donne l’expression approchée de la loi de Jurin pour les liquides parfaitement mouillants20 :

[image: Illustration]


Premier élément de satisfaction : on retrouve l’observation expérimentale de Giovanni Borelli : h ~ 1/r. Plus le tube est fin, plus le fluide monte haut. D’autre part, on observe que h est proportionnel à la tension de surface γ : plus la tension de surface est grande, plus elle va vouloir redresser l’interface pour minimiser sa surface de contact avec l’air, et plus elle impose une dépression forte sous la surface. Pour des tubes de plus de 1 millimètre de rayon, la hauteur est faible, moins de 1 centimètre ; si le rayon du tube est 1 000 fois inférieur, soit moins de 1 micron, la hauteur est 1 000 fois supérieure, de l’ordre de 10 mètres !



Imbibition et loi de Washburn

On voit rarement l’eau monter dans un petit tube capillaire, en revanche, regarder monter du café, dans un sucre ou un biscuit, est une expérience commune de capillarité. En effet, les sucres, ou les biscuits, sont des milieux poreux, constitués de petits canaux à l’intérieur desquels du liquide peut circuler. Si les pores sont suffisamment fins, inférieurs au millimètre, le liquide peut être aspiré comme dans un tube capillaire. La loi de Jurin peut alors être utilisée pour avoir une approximation de la hauteur d’imprégnation maximale. Mais il y a fort à parier que le sucre, ou le biscuit, se sera désagrégé bien avant que le liquide ait atteint cette hauteur. On touche là du doigt un vrai problème de société, comme le décrit Len Fisher dans un ouvrage paru en 2002. En effet, les chimistes d’une entreprise suisse de création d’arômes ont montré que tremper un biscuit ou une pâtisserie dans une boisson, comme du thé ou du café, permet de décupler la libération des arômes ! C’est sans doute ce qui explique le succès populaire de cette pratique, qui reste néanmoins peu acceptée socialement, précisément en raison de l’effondrement sous son propre poids du biscuit imbibé.

Il serait donc intéressant de pouvoir plonger son biscuit dans sa boisson favorite, le plus longtemps possible, tout en conservant une partie sèche capable de supporter le poids du biscuit. Un biscuit sec étant assez résistant, cette zone peut être mince. Si l’on suppose que le biscuit est trempé verticalement et que, par conséquent, le liquide l’imbibe principalement par les deux faces planes, la figure 3.20 représente le moment idéal pour ressortir le biscuit du liquide.

[image: Figure 3.20. Schéma d’un biscuit plongé dans un liquide (café, thé ou lait). La partie grise au centre est la partie qu’il faut garder sèche pour éviter l’effondrement du biscuit.]

Figure 3.20. Schéma d’un biscuit plongé dans un liquide (café, thé ou lait). La partie grise au centre est la partie qu’il faut garder sèche pour éviter l’effondrement du biscuit.


Il reste maintenant à déterminer une loi d’échelle pour connaître la dynamique d’imprégnation du liquide dans le biscuit. Pour cela, il faut déterminer les paramètres dont dépend la longueur imbibée l. En premier lieu, comme c’est un problème dynamique, l dépend du temps t. D’autre part, l doit dépendre du rayon moyen des pores R. Ensuite, l dépend nécessairement de la tension de surface γ, car c’est le moteur de l’imbibition, comme elle l’était pour l’ascension capillaire. Enfin, cette longueur doit aussi dépendre de la viscosité du liquide μ, car tremper le biscuit dans du miel ou dans de l’eau modifie la dynamique de pénétration du liquide. On a donc cinq paramètres et trois dimensions fondamentales, soit deux nombres sans dimension : l/R et γt/(μR). Pour trouver la fonction qui les relie, il suffit de chronométrer l’invasion d’un liquide dans un tube capillaire dont on connaît le rayon. Cette expérience modèle permet d’obtenir la relation suivante21 :

[image: Illustration]


Cette équation se nomme équation de Washburn, du nom du scientifique américain Edward Wight Washburn (1881-1934) qui la publia en 1921. Elle indique que la longueur l d’imprégnation élevée au carré augmente linéairement avec le temps. Len Fisher et ses collègues ont voulu tester cette relation. Ils ont donc plongé différentes sortes de cookies dans du thé chaud. Leurs résultats sont tracés sur le graphique de la figure 3.21 : ils observent une excellente linéarité entre l2 et t, quel que soit le type de cookie. Ces courbes montrent que cette loi d’échelle, bien que très simple, fonctionne particulièrement bien pour rendre compte de la progression d’un liquide dans un milieu poreux réel.

[image: Figure 3.21. Distance (au carré) de pénétration de thé chaud dans différentes sortes de cookies (dur, moyen et mou) en fonction du temps (adaptée de Fisher, 2002).]

Figure 3.21. Distance (au carré) de pénétration de thé chaud dans différentes sortes de cookies (dur, moyen et mou) en fonction du temps (adaptée de Fisher, 2002).


En conséquence de cette observation, ils ont pu utiliser la pente de ces courbes pour déterminer le rayon moyen des pores des différents biscuits, et ils trouvent entre 68 et 110 nanomètres selon le biscuit. Cette faible valeur est due au fait que la structure du biscuit imbibé enfle, laissant des pores très fins pour le passage du liquide. Il suffit maintenant de mesurer l’épaisseur des cookies en question, entre 6 et 9 millimètres, et l’on a tout ce qu’il nous faut pour calculer le temps de trempage idéal.

Pour la plupart des cookies, le temps maximal d’imprégnation avant effondrement est compris entre 3,5 et 5 secondes. Moins que cela, et la libération des arômes n’est pas optimale ; passé ce délai, c’est tout le biscuit qui se disloque sous son propre poids… Ajoutons pour finir que cette loi de Washburn ne se limite pas à la description de l’aspiration capillaire dans les biscuits : elle permet de décrire de nombreuses expériences usuelles d’imprégnation, telles que l’absorption de l’eau par les sols, la pénétration d’une goutte d’encre d’imprimante sur du papier, d’une goutte d’huile sur du tissu, etc.



Forme de goutte et nombre de Bond

Quelle est la forme de l’eau ? La première réponse qui vient à l’esprit est qu’elle a la forme du récipient dans lequel elle se trouve, et que sa surface, en contact avec l’air, est plane. Mais alors pourquoi une goutte est-elle sphérique ? C’est une question que les savants se posent depuis bien longtemps. Selon le physicien David Quéré, spécialiste de la physique des interfaces, une des plus anciennes références à cette question se trouve dans l’Histoire naturelle de Pline l’Ancien publiée en 77.

Évidemment, une goutte n’est sphérique qu’aux échelles inférieures ou égales au millimètre (10–3 mètre) ; on ne voit pas de sphère d’eau d’un mètre de rayon, ni même d’un centimètre. Mais comme l’eau peut exister sur Terre sur une gamme d’échelle allant du nanomètre (10–9 mètre) à 10 000 kilomètres (107 mètres), elle est sous forme sphérique sur plus du tiers de cette gamme : 6 ordres de grandeur !

Mais pourquoi une goutte prend-elle spontanément la figure d’une sphère ? Nous avons, en fait, déjà répondu à cette question lorsque nous avons introduit la tension de surface γ, qui est une énergie par unité de surface (J.m–2). En effet, s’il y a une énergie associée à toutes les surfaces, proportionnelle à l’aire de cette surface, on comprend que pour minimiser cette énergie, tout système déformable va choisir d’adopter une forme qui minimise sa surface. Or la forme qui minimise sa surface est la sphère. La figure 3.22 montre un exemple de goutte millimétrique, posée sur une surface hydrophobe, c’est-à-dire où elle n’a pas envie de s’étaler ; cette goutte est quasiment sphérique.

[image: Figure 3.22. Goutte d’eau millimétrique posée sur une surface hydrophobe. La goutte est sphérique.]

Figure 3.22. Goutte d’eau millimétrique posée sur une surface hydrophobe. La goutte est sphérique.


Pourtant on ne voit jamais de goutte sphérique plus grande que le millimètre environ. La raison à cela est simple : ce raisonnement est fondé sur des arguments capillaires et nous vivons dans un champ de gravité. Pour comparer les effets de la gravité et ceux de la tension de surface, on peut faire le rapport entre les forces gravitaire (Fg ~ ρgL3) et capillaire (Fγ ~ γL). Mais on peut aussi observer que dans ces deux effets, seuls quatre paramètres sont pertinents : la densité ρ, la taille caractéristique L, la gravité g et la tension de surface γ. Avec ces quatre paramètres on ne peut former qu’un seul nombre sans dimension, le nombre de Bond :

[image: Illustration]


S’il est supérieur à 1, la gravité l’emporte ; s’il est inférieur à 1, la tension de surface l’emporte. On peut reformuler ce nombre comme un rapport de deux longueurs :

[image: Illustration]


avec L la longueur caractéristique de l’objet, et Lc une longueur liée au liquide, la longueur capillaire, qui s’exprime par la relation : Lc = (γ/ρg)1/2.

[image: Figure 3.23. Gouttes d’eau de tailles différentes (diamètres : 2,5, 3,3, 5,7, 10 millimètres) posées sur une surface hydrophobe. La plus petite est quasiment sphérique, au-delà, plus elles sont grosses, plus elles sont aplaties par la gravité (adapté de Guyon, 2012).]

Figure 3.23. Gouttes d’eau de tailles différentes (diamètres : 2,5, 3,3, 5,7, 10 millimètres) posées sur une surface hydrophobe. La plus petite est quasiment sphérique, au-delà, plus elles sont grosses, plus elles sont aplaties par la gravité (adapté de Guyon, 2012).


Ainsi, si la taille de l’objet considéré est supérieure à Lc, la gravité l’emporte (Bo > 1) ; si elle est inférieure, la tension de surface l’emporte (Bo < 1). Pour l’eau, la longueur capillaire vaut environ 3 millimètres. Sur la figure 3.23, des gouttes de tailles différentes sont posées sur une surface hydrophobe ; la plus petite, qui est la seule à avoir une taille inférieure à 3 millimètres, et donc un nombre de Bond inférieur à 1, a une forme proche de celle d’une sphère, comme le lui impose sa tension de surface. Au-delà, plus la goutte est grosse, plus son nombre de Bond est grand et donc plus l’influence de la gravité se fait sentir. Soumises à la pesanteur, les gouttes n’ont alors d’autre choix que de contrarier leur énergie de surface et de croître « horizontalement » pour adopter une forme aplatie.

On pourrait continuer à faire grossir les gouttes, cela ne ferait qu’agrandir la « flaque », qui garderait une hauteur constante proche de la longueur capillaire Lc. Pour leurs homologues, les bulles, il se passe exactement la même chose. Une bulle (à la surface d’un verre de champagne par exemple) inférieure au millimètre est parfaitement sphérique, et plus sa taille dépasse la longueur capillaire, plus elle est aplatie.

Ce comportement que l’on vient de discuter pour l’eau est le même pour tous les liquides ; seule la valeur de la longueur capillaire est différente. Sur une planète possédant une gravité 100 fois inférieure à la nôtre, il serait possible d’avoir des gouttes sphériques de taille centimétrique. En l’absence de gravité, toutes les interfaces liquide/fluide sont sphériques, quelle que soit leur taille. Au milieu du XIXe siècle, le physicien belge Joseph Plateau (1801-1883) mit au point un système astucieux pour vérifier cette conséquence de l’énergie de surface. L’expérience consiste à remplir une cuve avec de l’eau de moins en moins salée. À mesure que l’on s’éloigne du fond, l’eau est de plus en plus légère, et le système est donc stable. Puis on introduit une goutte d’huile centimétrique, plus lourde que l’eau pure en surface et moins que l’eau salée du fond de sa cuve. Cette grosse goutte flotte alors entre deux eaux, et est ainsi affranchie de la gravité. Comme on peut s’y attendre, la goutte peut conserver une forme entièrement dictée par la tension de surface : elle est parfaitement sphérique. Ce comportement des liquides en l’absence de gravité a été popularisé un siècle plus tard par un concitoyen de Joseph Plateau, l’auteur de bande dessinée Hergé, dans On a marché sur la Lune (1954) où, sous l’effet de l’apesanteur, le capitaine Haddock voit son whisky former une grosse goutte sphérique et flotter dans le vide, un peu à la manière d’une bulle de savon dans l’air…



Bulles de savon et nombre de Weber

Un film de savon est un film d’eau très fin, stabilisé par les molécules tensio-actives présentes dans le savon. Ces molécules, en plongeant leur tête hydrophile dans l’eau et en plaçant leur queue hydrophobe au contact de l’air, fabriquent une couche moléculaire qui maintient le film en place et lui permet de durer plus longtemps. Ce film liquide a une énergie de surface associée à ses deux interfaces liquide-air, et il adapte donc sa forme pour minimiser son aire. Si on lui impose de se refermer sur lui-même pour former une bulle, il fera alors tout pour être sphérique. Mais alors, si une goutte perd sa sphéricité au-delà de 1 millimètre, pourquoi une bulle de savon peut-elle rester parfaitement sphérique pour des tailles bien supérieures ? Une bulle de savon étant constituée d’air et d’une fine pellicule de liquide, elle a une densité très faible, tout en conservant la tension de surface de l’eau. Les effets capillaires l’emportent donc haut la main face aux effets de la pesanteur. La différence entre une goutte et une bulle de savon peut s’apparenter à celle entre un ballon de baudruche rempli d’eau et un autre rempli d’air. À taille égale, le ballon rempli d’air sera à peu près sphérique, quand celui plein d’eau sera nettement plus lourd et littéralement écrasé sous l’effet du poids de l’eau. Pour une goutte, nous avons vu que la gravité l’emporte sur la capillarité lorsqu’elle a une taille supérieure à la longueur capillaire. Pour une bulle de savon, la longueur capillaire a une expression différente22 : elle contient l’épaisseur e du film de savon (figure 3.24), si bien qu’en prenant l’épaisseur typique d’un film de savon (e = 1 μm) on trouve une longueur capillaire approchant les 3 mètres. Ainsi, pour une bulle de savon, l’ordre de grandeur de la taille au-delà de laquelle la gravité commence à jouer un rôle n’est pas le millimètre comme pour une goutte, mais le mètre ! Voilà pourquoi toutes les bulles de savon que nous voyons, hormis les très grandes, sont parfaitement sphériques.

Pour gonfler une bulle de savon, il faut souffler sur un film pour le déformer, et imposer une pression à l’intérieur de la bulle supérieure à la pression atmosphérique. La bulle est donc en surpression, et cette surpression est donnée par la loi de Laplace (∆P ~ γ/R), ce qui signifie que plus la bulle est petite et plus la pression à l’intérieur est grande.

Une expérience classique pour montrer cela consiste à gonfler deux bulles de tailles différentes et à les relier comme cela est schématisé sur la figure 3.25. Comme R1 est plus petit que R2, la pression dans la bulle 1 est supérieure à la pression dans la bulle 2. La configuration n’est donc pas une situation d’équilibre ; dès que les bulles sont interconnectées, la bulle 1 se vide dans la bulle 2.

[image: Figure 3.24. Bulle de savon de rayon R et dont le film liquide a une épaisseur e.]

Figure 3.24. Bulle de savon de rayon R et dont le film liquide a une épaisseur e.


Sacrifions maintenant une bulle de savon sur l’autel de la science, récoltons le liquide et formons une goutte. Étant donné la finesse du film (~ 1μm), la goutte est nettement plus petite que la bulle mère. Par conséquent, à volume de liquide donné, la surface de contact liquide-air est beaucoup plus grande en bulle qu’en goutte ; l’énergie de surface d’une goutte est donc plus faible, le liquide est dans une situation plus favorable. Cela scelle le destin des bulles de savon : elles sont promises à une mort certaine !

[image: Figure 3.25. Deux bulles de savon de tailles différentes interconnectées. La petite bulle se vide dans la grosse.]

Figure 3.25. Deux bulles de savon de tailles différentes interconnectées. La petite bulle se vide dans la grosse.


Leur fin tragique se déroule le plus souvent de la même manière : un trou se forme dans la partie la plus fine du film, et le trou s’agrandit vite, très vite, si bien qu’en un clin d’œil la bulle a disparu. Pour avoir une idée de la vitesse d’éclatement de la bulle, il faut déterminer la vitesse d’ouverture du trou. La figure 3.26 schématise, en coupe, la rétractation du film une fois qu’il s’est ouvert. La zone grise, dans le film, est donc constituée de liquide. Pour déterminer sa vitesse d’ouverture, il faut bien comprendre que le film se rétracte parce que la tension de surface tire dessus de façon à diminuer sa surface de contact avec l’air.

[image: Figure 3.26. Rétraction à la vitesse V d’un film liquide d’épaisseur e. Le bourrelet formé à la périphérie du trou est tiré par la tension de surface.]

Figure 3.26. Rétraction à la vitesse V d’un film liquide d’épaisseur e. Le bourrelet formé à la périphérie du trou est tiré par la tension de surface.


Ce qui limite la vitesse est l’énergie nécessaire pour déplacer la masse grandissante de liquide. La vitesse V est donc fonction de la tension de surface γ, de la densité du liquide ρ et de l’épaisseur du film e. Avec ces quatre paramètres, on ne peut former qu’un seul nombre sans dimension, le nombre de Weber :

[image: Illustration]


Ce nombre sans dimension, très important en hydrodynamique capillaire, compare les effets inertiel et capillaire. Il est nommé en l’honneur de Moritz Gustav Weber (1871-1951), ingénieur et universitaire allemand, spécialiste de l’analyse dimensionnelle et des lois d’échelle. Dans ce problème, comme il n’y a qu’un seul nombre sans dimension pertinent, il doit être constant. D’autre part, comme la dynamique résulte d’un équilibre entre rétraction capillaire et inertie, on s’attend à ce que ce nombre soit proche de 1. Ce problème a été magnifiquement traité par G. I. Taylor et F. Culick en 1959. Ils ont montré que le nombre de Weber de ce problème est égal à 2, ce qui donne une expression pour la vitesse de rétraction de film, dite vitesse de Taylor-Culick :

V2 = 2γ/(ρe).

Pour un film de savon de 1 micromètre d’épaisseur, la vitesse approche 10 mètres par seconde (36 km/h !). Il faut donc 10 millisecondes à une bulle de 2 centimètres de rayon pour disparaître, soit 10 fois moins qu’un clignement d’œil, dont la durée est d’environ 100 millisecondes. Les films liquides ne concernent pas que les films de savon. Lorsqu’une bulle de champagne arrive à la surface, elle est séparée de l’air par un film liquide. Lorsque celui-ci se rompt, il se rétracte aussi à la vitesse de Taylor-Culick. Plus généralement, le nombre de Weber est le nombre pertinent dans tous les écoulements où l’inertie et la tension de surface jouent un rôle, par exemple dans le cas d’une goutte de pluie qui impacte le sol ou du jet liquide produit après l’éclatement d’une bulle de champagne (figure 3.27).



Vibration d’une goutte et d’une « étoile » liquide

Lorsqu’une goutte millimétrique dans l’air est perturbée, de telle sorte qu’elle devienne « oblate » (comme un ballon de rugby horizontal), sa tension de surface la force à redevenir sphérique. Mais avec l’inertie du liquide, la goutte dépasse la forme recherchée pour prendre une forme « prolate » (comme un ballon de rugby vertical). Sa tension de surface, de nouveau contrariée, veut alors lui faire reprendre une forme sphérique, mais nouvel échec, et ainsi de suite. Ce comportement est illustré sur la séquence de la figure 3.27, où une goutte éjectée par un jet oscille entre les formes oblate et prolate.

[image: Figure 3.27. L’image de gauche de cette séquence montre une bulle millimétrique à la surface de l’eau. Lorsque cette bulle éclate, un jet de liquide vertical jaillit et projette des gouttes dans l’air. La séquence dure quelques millisecondes.]

Figure 3.27. L’image de gauche de cette séquence montre une bulle millimétrique à la surface de l’eau. Lorsque cette bulle éclate, un jet de liquide vertical jaillit et projette des gouttes dans l’air. La séquence dure quelques millisecondes.


C’est une dynamique d’oscillateur classique, comme un pendule, où la tension de surface joue le rôle de la force de rappel. La fréquence f de vibration de la goutte doit donc dépendre de la tension de surface γ, de la densité du liquide ρ et de la taille de la goutte R. Aucun autre paramètre ne semble jouer un rôle dans cette dynamique. On a donc quatre variables physiques mesurées à l’aide de trois dimensions fondamentales : il ne peut y avoir qu’un seul nombre sans dimension et il doit être constant, ce qui conduit à :

[image: Illustration]


Ce résultat s’interprète fort bien : une grande tension de surface induit une fréquence élevée, de la même manière qu’un ressort raide vibre à plus haute fréquence qu’un ressort mou, ou qu’une corde de guitare tendue donne un son plus aigu qu’une corde lâche. D’autre part, le dénominateur (ρR3) étant proportionnel à la masse de la goutte, une goutte lourde vibre à une fréquence plus basse, comme le ferait une masse lourde au bout d’un ressort. Dans le deuxième volume de son ouvrage Theory of Sound (1878), le physicien anglais lord Rayleigh (1842-1919) considère la vibration d’une goutte en étudiant des gouttes qui tombent d’un robinet. Après avoir retrouvé ce résultat dimensionnellement, il le confirme théoriquement, ce qui est nettement plus laborieux mais permet de déterminer la constante de proportionnalité (2/π), et il montre expérimentalement que ce résultat est tout à fait raisonnable.

Dans un article célèbre publié en 1915 dans la revue Nature, et intitulé « The principle of similitude », ce même auteur revient sur le peu d’attention accordé à ce qu’il appelle le « grand principe de similitude », et dont il donne quelques exemples pour attirer l’attention sur l’importance de l’analyse dimensionnelle. Il cite alors, notamment, l’exemple précédent et le met en regard de son pendant à grande échelle : la vibration d’une énorme boule de liquide, qu’il était encore possible d’assimiler à une étoile modèle, à une époque où la fusion nucléaire était inconnue. En effet, les étoiles pulsent légèrement, émettant une onde, dont l’étude permet aux astrophysiciens d’en apprendre davantage sur leurs propriétés.

Si l’on considère la boule de liquide maintenue par sa propre gravité, sa fréquence de vibration f dépend donc, a priori, de la constante de gravitation G ([G] = M–1L3T–2, à ne pas confondre avec la gravitation terrestre g), de la taille de l’étoile R, et de sa densité ρ. Une fois de plus, on ne peut former qu’un seul nombre sans dimension avec ces quatre paramètres. De même que la masse d’un pendule n’apparaît pas dans sa période, l’analyse dimensionnelle permet de discréditer la taille de l’étoile qui semblait pourtant pertinente. Finalement, on trouve que la fréquence de vibration s’exprime comme : [image: Illustration].

Rayleigh a prédit de cette manière que la fréquence de pulsation d’une boule de liquide, dont la force de rappel est sa propre gravitation, est directement proportionnelle à la racine de sa densité et indépendante de sa taille. Le plus intéressant ici est de remarquer à quel point ce résultat est différent de la vibration d’une goutte qui, elle, dépend de son rayon au cube ! Ces deux systèmes sont donc constitués de deux forces de rappel de nature radicalement différente. Insistons sur le fait que l’analyse dimensionnelle, dont Rayleigh était un fervent défenseur, permet de quantifier et de discuter des comportements qu’il serait bien ardu d’aborder autrement…

Au cours de notre promenade traversant des domaines variés de l’hydrodynamique, nous avons rencontré plusieurs des nombres sans dimension les plus importants de la physique et nous avons décrit toutes sortes d’invariances d’échelle associées. Nous espérons ainsi avoir su faire émerger toute la beauté inhérente au duo simplicité-universalité dont les lois d’échelle sont le révélateur.











1. Il ne s’agit pas d’entrer dans les détails, mais cette phase est cruciale en mécanique des fluides. L’objectif est le plus souvent de pouvoir négliger des termes en estimant l’ordre de grandeur de chacun d’entre eux. Cela fait l’objet de livres entiers tout au long desquels sont invoqués, tour à tour, analyse dimensionnelle, ordres de grandeur et similitude.


2. Selon les conventions prises, S peut être soit la section transverse, soit la surface mouillée ; à notre niveau ce choix est sans importance, ces deux surfaces pouvant être considérées comme proportionnelles l’une à l’autre. Notons aussi que 1/2ρU2 est ce qu’on appelle la pression dynamique, c’est une énergie cinétique (1/2mU2) par unité de volume.


3. Cet écoulement est dit de Poiseuille, il fut décrit indépendamment en 1840 par le médecin et physicien français Jean-Léonard-Marie Poiseuille (1797-1869) et par l’ingénieur prussien Gotthilf Hagen (1797-1884).


4. Si les équations de Navier-Stokes sont si compliquées à résoudre, c’est parce qu’elles possèdent un terme inertiel qui pose problème, dit non linéaire. Si le nombre de Reynolds du problème considéré n’est pas trop grand, il est possible de négliger ce terme, ce qui rend alors l’équation possible à résoudre. Ce pouvoir du nombre de Reynolds participe à sa célébrité.


5. Peu connu en France, Brunel est un pilier de la culture britannique ; il fut élu huitième plus grand Britannique de tous les temps par le public d’une émission de la BBC en 2002, devant de nombreuses personnalités, sans doute plus connues à l’étranger, comme Paul McCartney, Alan Turing, Stephen Hawking ou David Beckham.


6. Il faut noter que W. Froude n’a pas introduit le premier ce nombre sans dimension. En effet, Jean-Baptiste Bélanger (1790-1874), mathématicien français, spécialiste de la dynamique des mascarets, fut semble-t-il le premier à le faire, en 1828. Puis le mathématicien et physicien français, directeur de l’École d’application du génie maritime à Lorient, Ferdinand Reech (1805-1884) l’introduisit dans le contexte de la navigation moderne comme condition de similitude entre les bateaux et leur modèle en 1852. Il l’avait notamment inclus dans ses cours de mécanique, plusieurs années avant que Froude ne le fasse à son tour. Il semble que Froude n’ait pas eu connaissance des travaux de Bélanger et de Reech, et malheureusement pour ces derniers, le coup d’éclat de l’Anglais fit oublier la primauté des Français.


7. Si on néglige les erreurs commises dues au non-respect de la similitude de Reynolds.


8. Cette expression n’est valable que dans le cas où la longueur d’onde est plus grande que la longueur critique λc = 2π[image: Illustration]. Ce sont alors des ondes dites de gravité pour lesquelles la force de rappel est gravitaire. Pour les vagues dont la longueur d’onde est plus petite, la force de rappel est liée à la tension de surface de l’eau et, dans ce cas, la vitesse de ces ondes capillaires a pour expression : c2 = 2pi(γ/ρλ) avec γ la tension de surface de l’eau.


9. Fr = U2/(gL)=c2/(gL)=(1/(gL))(gL/(2π))=1/(2π) ≈ 0,16.


10. Étant donné leur ubiquité, ces courants ont été beaucoup étudiés et des livres entiers leur sont dédiés, le plus célèbre étant celui du physicien anglais John E. Simpson (Simpson, 1997). Ici nous présenterons les situations les plus simples et les traits principaux de ces courants de gravité.


11. Il en existe d’ailleurs de très nombreux films ou photographies sur Internet, c’est toujours impressionnant !


12. Un contraste de température induit un contraste de densité : ∆T/T ~ ∆ρ/ρ.


13. Pour estimer le régime d’existence de ces bulles, notons que le nombre de Reynolds, ρlUR/μ, peut maintenant se réécrire ρl[image: Illustration]R/μ. Donc, pour qu’il soit supérieur à 1 000 dans l’eau, il faut que la bulle ait un diamètre supérieur au centimètre.


14. G. I. Taylor a notamment montré que la vitesse d’ascension de ces grosses bulles en forme de parachute s’écrit précisément : U = 2/3(gR)1/2. 


15. En effet, la loi U ~ ρgR2/μ est équivalente à U2/gR ~ ρUR/μ, soit Fr ~ Re.


16. [∆P] = ML–1T–2 ; [γ] = MT–2.


17. La loi de Laplace exacte dans le cas d’une interface sphérique est ∆P = 2γ/R. Le facteur 2 est lié au fait que la surface d’une sphère est doublement courbée, selon sa longitude et sa latitude.


18. Ici nous considérerons seulement ce cas dit parfaitement mouillant, où le liquide aime s’étaler sur le solide, à tel point que l’angle que fait le ménisque avec le solide est très proche de 0°.


19. Comme le liquide est parfaitement mouillant, r, la distance entre les plaques, est aussi le rayon de courbure de l’interface.


20. L’expression exacte de la loi de Jurin avec un liquide parfaitement mouillant est : [image: Illustration] Dans le cas général où le liquide fait un angle de mouillage θ avec le solide : [image: Illustration]


[image: Illustration]



22. La densité d’une bulle de savon est égale à la densité du liquide ρ pondérée par la quantité de liquide dans la bulle. Sur tout le rayon R d’une bulle, seule l’épaisseur e du film de savon est constituée de liquide (voir figure 3.24), le facteur de pondération peut être pris égal à e/R, ce qui nous permet d’exprimer la densité de la bulle de savon comme ρb = (e/R)ρ. On peut alors remplacer la densité du liquide dans l’expression de la longueur capillaire (Lc = (γ/ρg)1/2) par la densité de la bulle ρb et, en prenant R = Lc, on peut exprimer la « longueur capillaire » d’une bulle de savon de la manière suivante : l = γ/(ρeg). Notons que pour l’application numérique, la tension de surface de l’eau savonneuse vaut environ γ = 30 mN.m–1.




Conclusion et ouverture





L’analyse dimensionnelle

L’analyse dimensionnelle est une méthode simple, claire et intuitive pour déterminer le nombre minimal de paramètres pertinents d’un problème, et pour voir comment ils varient. Elle permet ainsi d’identifier les lois d’échelle qui gouvernent la physique du problème considéré, tout en utilisant des mathématiques élémentaires et sans avoir à écrire la moindre loi physique1. Cela fait d’elle une méthode à la fois puissante et accessible. Difficile même d’imaginer plus efficace pour déterminer des lois en physique. Pourtant, dans les manuels de science, bien peu de pages lui sont en général consacrées, lui donnant tout au plus un rôle de diagnostic pour valider les formules obtenues. Rôle crucial, mais ne représentant qu’une partie bien restreinte de ce qu’elle est capable de réaliser.

En effet, on a vu dans cet ouvrage la puissance prédictive de l’analyse dimensionnelle. On l’a utilisée comme seul outil – avec parfois quelques équilibres de forces pour varier les plaisirs – pour découvrir les paramètres clés de situations complexes, et établir des lois d’échelle dans des domaines très différents. Cela a permis de nourrir des discussions scientifiques pointues, par exemple au sujet de la physique du vol d’un oiseau ou de la propulsion d’un bateau, qu’il aurait été bien difficile d’aborder à l’aide d’équations.

L’analyse dimensionnelle est donc, aussi, un formidable outil pour la vulgarisation scientifique. Être capable d’écrire des lois d’échelle permet de proposer un maximum de physique avec un minimum d’efforts mathématiques. Dans cette dernière partie consacrée à cet outil, nous allons reprendre et élargir l’intérêt pratique de cette technique, en évoquant les pièges à éviter.

Équations aux dimensions et théorème π

L’analyse dimensionnelle propose des outils reposant sur l’examen des dimensions des grandeurs physiques pertinentes. En sachant que tous les termes d’une équation doivent être homogènes les uns aux autres, c’est-à-dire avoir la même dimension, on peut vérifier une expression trouvée par ailleurs, ou, mieux, exprimer une variable en fonction des autres sous la forme d’une loi d’échelle. Si l’on cherche une période d’oscillation par exemple, on s’arrange pour fabriquer un temps avec les variables disponibles. Cette méthode peut être rationalisée grâce au deuxième outil fondamental de l’analyse dimensionnelle : le théorème π, qui permet de réduire le nombre de paramètres physiques pertinents. Deux cas peuvent se présenter.

Tout d’abord, le cas particulier où il n’y a qu’un seul nombre sans dimension pertinent. Ce fut le cas de l’énergie de la bombe atomique. Cette configuration est extrêmement pratique, car elle permet de retrouver rapidement de nombreuses formules à une constante multiplicative près. De cette manière, l’analyse dimensionnelle permet d’avoir la forme de la quantité recherchée avant même de faire le moindre calcul ! Cette remarquable capacité de prédiction, couplée à sa simplicité, impose l’analyse dimensionnelle comme un pilier de ce que John A. Wheeler (1911-2008), physicien théoricien américain, appelle le « principe moral de Wheeler » dans son ouvrage À la découverte de l’espace-temps :

Ne jamais faire de calculs avant d’en connaître le résultat.



Ce principe, qui se veut paradoxal, signifie qu’avant d’entreprendre un calcul, mieux vaut toujours avoir une idée du résultat et l’analyse dimensionnelle est un excellent moyen d’y parvenir2. Mais c’est un moyen qui ne fonctionne efficacement que si le nombre de paramètres en jeu est petit, typiquement trois ou quatre, de manière à ne former qu’un seul nombre sans dimension pertinent.

Dans le cas où il y a davantage de paramètres, et donc plus d’un nombre sans dimension, l’un d’entre eux sera exprimé en fonction des autres. Il faudra alors soit résoudre le problème théoriquement, soit faire des expériences pour déterminer la forme de la relation entre les paramètres. Elle peut être complexe, comme dans le cas du coefficient de traînée d’une sphère en fonction du nombre de Reynolds vu au chapitre 3, ou beaucoup plus simple, notamment lorsque sa gamme d’existence est restreinte, comme c’est le cas dans le même problème, pour des nombres de Reynolds inférieurs à 1, où la fonction se réduit à une simple loi de puissance (Cd ~ Re–1). D’ailleurs, dans la plupart des cas, la fonction pourra d’abord être recherchée sous la forme d’une loi de puissance, valable sur une gamme donnée.

Même s’il y a deux nombres sans dimension et qu’il faut faire des expériences pour trouver la loi d’échelle, le passage de cinq à deux paramètres pertinents permet de passer d’environ 104 expériences à seulement 10, et donc de faire une énorme économie de travail. Malgré tout, pour prouver expérimentalement l’existence d’une loi d’échelle, un nombre plus élevé d’expériences sera nécessaire. L’objectif est alors de montrer qu’effectivement toutes ne forment qu’une seule et même loi.



Attention aux pièges !

L’analyse dimensionnelle est donc un outil puissant, mais il faut savoir s’en méfier. Elle est principalement fondée sur une bonne intuition des paramètres pertinents en jeu, et cette intuition peut être assez longue à acquérir. Si l’on se trompe sur le choix des variables physiques, le résultat peut être faux. Le plus important est de ne rien oublier car tout oubli dans les paramètres supprime un nombre sans dimension qui peut être essentiel. Par exemple, si dans les variables dont dépend la force de traînée d’un bateau la gravité est omise, le coefficient de traînée ne dépendra que du nombre de Reynolds, ce qui est la plupart du temps faux, et fait complètement passer à côté de la traînée de vagues et de l’influence primordiale du nombre de Froude dans la propulsion des bateaux.

Dans tous les cas, il vaut mieux mettre plus de paramètres que pas assez. Cela produira des nombres sans dimension supplémentaires dont il faudra tester la pertinence expérimentalement. Mettre trop de paramètres n’est donc pas faux mais impose de faire plus d’expériences.

Enfin, si trouver une loi d’échelle constitue un excellent départ à la modélisation d’une expérience, elle n’est pas une fin en soi. Tout l’art du modélisateur est de comprendre les écarts à cette loi d’échelle, et les valeurs et variations des coefficients de proportionnalité. Par exemple, on a vu que de très nombreux systèmes sont gouvernés par un nombre de Froude à peu près constant (vol des oiseaux, chute libre, courant de gravité). Trouver la valeur théorique et/ou la dépendance de ce coefficient dans tous ces systèmes est une tâche gigantesque et requiert d’immenses qualités techniques. Cela constitue une branche entière du travail du physicien, et même plus généralement de la science, hélas impossible à aborder dans un ouvrage de vulgarisation.



Lois d’échelle, similitudes et modèles réduits

Une analyse dimensionnelle correcte et une campagne d’expériences mènent ainsi à la loi d’échelle qui gouverne la physique du phénomène étudié. En plus d’apporter de nombreuses clés pour en comprendre le comportement, cette loi fournit une règle de similitude. Elle dit, par exemple, comment modifier la taille du système sans en changer la dynamique. Pour ce faire, il suffit de conserver l’égalité des nombres sans dimension en jeu : si deux expériences satisfont les mêmes valeurs de leurs nombres sans dimension, alors résoudre l’un des problèmes revient à résoudre l’autre !

L’intérêt de cette propriété réside évidemment dans le changement d’échelle et dans l’utilisation de modèles réduits, ou agrandis, pour résoudre la dynamique de systèmes trop compliqués à étudier à leurs échelles réelles. C’est très courant dans l’industrie navale : les ingénieurs estiment la puissance nécessaire à la propulsion d’un bateau ou d’un sous-marin en la mesurant sur une maquette, tout en conservant, respectivement, le nombre de Froude ou le nombre de Reynolds constant.

Mais cette caractéristique des lois d’échelle est absolument fondamentale et transcende très largement le monde de la construction navale. Elle est à la base de nombreuses études expérimentales qui nécessitent de réduire la taille de l’objet étudié pour en faire une étude en laboratoire. Par exemple, en utilisant des modèles réduits de ville, il est possible d’étudier la dynamique du vent entre les édifices. C’est aussi une méthode souvent employée par les géophysiciens, ainsi la dynamique d’une éruption volcanique, d’une avalanche ou d’un fleuve peut être étudiée en laboratoire.

Steven Vogel, biomécanicien américain auteur de nombreux ouvrages, était un fin connaisseur de cette notion de similitude dynamique. Il a publié au début des années 1970 une étude sur les écoulements d’air à travers les réseaux de galeries (terriers) creusés par des chiens de prairie. Un terrier dans la nature est profond de 3 mètres, long de 15, et fait 10 centimètres de diamètre, ce qui n’est pas simple à reproduire en laboratoire. Mais en réduisant les longueurs d’un facteur 10, il put construire un réseau de tuyaux en cuivre modélisant le terrier et pouvant entrer facilement dans une soufflerie. Pour conserver la similitude dynamique, il fallait garder le nombre de Reynolds constant. La réduction de la taille L d’un facteur 10 dut être compensée par l’augmentation de la vitesse du vent du même facteur. Ainsi, l’écoulement était similaire à celui dans le vrai terrier.

Parfois, c’est une augmentation des échelles qui rend le système plus simple à étudier. Pour étudier expérimentalement la sédimentation de micro-organismes microscopiques dans de l’eau, on peut faire une expérience modèle à l’aide de billes de la même densité et plusieurs dizaines de fois plus grosses, ce qui permet de les observer plus simplement. Pour obtenir un comportement similaire, il faudra augmenter la viscosité du liquide tout en conservant identiques les nombres sans dimension du problème.





Les lois d’échelle

Ainsi s’achève notre voyage au pays des lois d’échelle… Nous espérons que vous avez pris plaisir à découvrir ces lois à la fois magnifiquement simples et pourtant si universelles. Ou, devrait-on dire, si universelles parce que tellement simples.

En réduisant un problème complexe à son épure, ces lois permettent d’extraire l’essence d’un phénomène physique et donc de capturer l’influence de ses paramètres les plus pertinents. Il ne fait aucun doute que dans ces variables qui comptent, la taille occupe toujours une place de choix. Ces lois d’échelle nous renseignent donc sur les conséquences d’un changement d’échelle. C’est ainsi que nous avons mis en exergue cette notion fascinante d’invariance d’échelle : des objets de taille si différentes, qu’a priori tout oppose, obéissent aux mêmes lois ! N’est-ce pas, en effet, passionnant, de voir se rassembler sur la même courbe, obéissant à la même loi, la masse que soulèvent des haltérophiles de catégories si différentes, la taille de centaines d’espèces d’arbres à travers le monde, la dépense énergétique des mammifères, la vitesse de vol d’un moustique et d’un A380, la vitesse de nage d’un poisson rouge et d’une orque, ou de pouvoir décrire des comportements communs à tous les navires, aux tempêtes de sable et autres nuées ardentes, aux gouttes, aux bulles de champagne et de savon ? !

Si l’on a montré que ces lois restent invariantes dans une gamme d’échelle considérée, on a aussi mis en évidence les limites d’existence de ces lois : toutes les bulles en ascension dont la taille excède le centimètre présentent des similitudes très fortes, toutes celles plus petites que le millimètre aussi, mais les bulles de ces deux catégories sont bien différentes. Pour décrire un comportement, il faut donc préciser dans quelle gamme d’échelle on le fait. Concernant les échelles du vivant, D’Arcy Thompson, cet extraordinaire observateur de la nature, écrit :

L’échelle des phénomènes associés à la vie occupe une gamme relativement étroite dans l’étendue des phénomènes qui font l’objet des sciences physiques ; mais elle est suffisamment vaste pour embrasser trois types de conditions aussi différentes que celles qui prévalent à l’existence de l’homme, de l’insecte et du bacille. L’homme est soumis à la gravité et vit à la surface de la terre. Pour le scarabée d’eau, la surface d’une mare constitue aussi bien un problème de vie ou de mort qu’une source d’embarras ou un support indispensable. Dans un troisième monde, celui où vit le bacille, les forces de gravité ont disparu, et ce sont alors la viscosité du milieu, la résistance définie par la loi de Stokes, les chocs moléculaires du mouvement brownien, […] qui constituent l’environnement physique et influencent au premier chef la vie de l’organisme. Les paramètres prépondérants ne relèvent alors plus de l’échelle qui nous est familière ; nous sommes aux frontières d’un monde dont nous n’avons aucune expérience, et où il nous faut réviser tous nos concepts.



Pour savoir dans quel monde se situe l’objet que l’on étudie, il suffit d’estimer la valeur des nombres sans dimension associés. Ainsi, pour reprendre l’exemple de D’Arcy Thompson, l’homme vit dans un monde où les nombres de Bond et de Reynolds sont le plus souvent supérieurs à 1 : la tension de surface n’a presque aucune influence sur nous, alors qu’elle peut littéralement porter le scarabée d’eau ; la gravité contraint chacun de nos mouvements et la viscosité, si nous la ressentons, ne nous impose pas les lois qu’elle impose au bacille.

Malgré le chemin parcouru depuis le début de cet ouvrage, nous sommes bien loin d’avoir été exhaustif. On a présenté les lois d’échelle et les similitudes que nous considérons comme les plus simples et générales. Il existe bien entendu une multitude d’autres exemples, dans toutes les disciplines de la science, et nous ne résistons pas au plaisir d’ouvrir la discussion en brossant quelques nouveaux exemples, dans des domaines que nous n’avons pas abordés, et qui touchent à notre environnement quotidien.

Les paysages qui nous entourent et les processus qui les façonnent sont bien souvent des systèmes complexes car mettant en jeu toutes sortes de paramètres naturels. Déterminer des lois d’échelle dans ce contexte géophysique revêt l’intérêt majeur de pouvoir reproduire, et donc étudier, des dynamiques souvent gigantesques à l’échelle du laboratoire. Par exemple, lors de certaines éruptions volcaniques, le volcan émet un panache composé de gaz volcaniques chauds et de cendres. Ce nuage chaud est plus léger que l’air, il monte donc dans le ciel. En montant, il se mélange à l’air ambiant et donc s’alourdit, si bien qu’à une certaine altitude, il atteint une densité égale à celle de l’air ambiant. Ce nuage, épais et sombre, se répand alors horizontalement et obscurcit le ciel. C’est ce qui est arrivé en 2010 lors de l’éruption du volcan islandais Eyjafjöll. Le nuage volcanique poussé par les vents s’est rabattu sur l’Europe continentale, entraînant notamment d’importantes perturbations dans les transports aériens. Il existe une superbe loi d’échelle reliant la hauteur maximale atteinte par un panache volcanique, en fonction du flux qui l’alimente et d’autres paramètres importants. Cette loi fonctionne parfaitement et permet de reproduire ce phénomène en laboratoire. En l’étudiant ainsi, les chercheurs peuvent améliorer leur compréhension de la dynamique du panache et mieux anticiper son comportement.

Lorsqu’on habite en contrebas d’un relief, il est légitime de se demander si un éboulement de terrain pourrait venir nous ensevelir. Être capable de prédire la forme du dépôt final en fonction de la topographie initiale du terrain est donc un enjeu important pour prévenir ce type de risques naturels. Après des études en laboratoire, une loi d’échelle permettant d’estimer la longueur maximale d’étalement d’un éboulement, en fonction des paramètres géométriques du tas de départ, a été identifiée. Cette loi rend correctement compte de ce qu’il se passe sur le terrain, et permet d’améliorer la prédiction des risques d’éboulement.

Qu’est-ce qui détermine la forme d’un cours d’eau ? Sans entrer dans la formation des méandres d’une rivière, peut-on avoir une idée de ce qui détermine sa largeur ? Peut-on trouver une loi d’échelle qui permette de refaire des rivières réelles en laboratoire ? Pour simplifier le problème, prenons le cas des rivières sableuses, celles qui forment le lit dans lequel elles coulent en soulevant, transportant et déposant les sédiments qui la constituent. Si la rivière coule trop fort, elle emporte ses grains et creuse son lit ; si elle coule moins fort, elle dépose ses grains et resserre son lit. Cela étant dit, la largeur L d’une rivière doit dépendre de son débit Q, de la taille d des grains qu’elle transporte et de la gravité g qui fait retomber les grains s’ils sont trop lourds.

[image: Figure C.1. Largeur L des rivières en fonction de leur débit Q. L est adimensionné par le diamètre moyen des grains d qui la constituent et Q par (gd5)1/2. En gris foncé apparaissent les rivières naturelles et en gris clair les rivières en laboratoire. La pente de la droite dans ce graphique log-log est 1/2 (adapté de Métivier, 2017).]

Figure C.1. Largeur L des rivières en fonction de leur débit Q. L est adimensionné par le diamètre moyen des grains d qui la constituent et Q par (gd5)1/2. En gris foncé apparaissent les rivières naturelles et en gris clair les rivières en laboratoire. La pente de la droite dans ce graphique log-log est 1/2 (adapté de Métivier, 2017).


Avec ces quatre paramètres, et les deux dimensions qui les décrivent (L, T), on peut former deux nombres sans dimension. La figure C.1 présente la largeur d’une rivière, adimensionnée par la taille moyenne des grains qui la constituent, en fonction du débit adimensionné de la rivière. On observe une magnifique loi d’échelle regroupant des rivières de presque toutes les tailles : tout en haut Tonlé Sap, un immense système hydrologique combinant un lac et une rivière d’eau douce, situé en plein centre du Cambodge ; un peu plus bas sur la courbe, le Brahmapoutre, fleuve de l’Asie du Sud prenant sa source principale dans l’Himalaya tibétain, long de 2 900 kilomètres, et large de 3 400 mètres à l’endroit de la mesure ; à peu près pour la même largeur adimensionnée viennent plusieurs points qui correspondent à l’Amazone, pris en différents endroits, en amont et en aval de Manaus au Brésil ; et ainsi de suite s’égrènent 235 rivières (points foncés) dont les plus petites sont larges de 2 mètres environ…

La pente de cette droite est d’environ 0,5, ce qui fournit l’expression de la loi d’échelle. Forts de cette observation, les chercheurs en géophysique, dont ceux de l’Institut de physique du globe de Paris, qui ont réalisé cette courbe, peuvent reproduire des rivières en laboratoire, dont le lit est formé de la même manière : ce sont les points clairs de la courbe. Comme ces rivières miniatures ont le même comportement que des rivières naturelles aussi immenses que l’Amazone, il est possible d’étudier leur dynamique en laboratoire, et notamment comment la trajectoire des grains peut mener à ce que la largeur d’une rivière s’adapte ainsi à son débit.

Toutes les lois d’échelle que nous avons rencontrées dans cet ouvrage ont en commun qu’elles permettent de rendre compte, de manière déterministe, des conséquences d’un changement d’échelle. C’est-à-dire qu’à une échelle correspond une valeur du paramètre recherché. Pour terminer, nous allons évoquer un autre type de loi de puissance, omniprésente, ne possédant pas cet aspect déterministe, mais montrant des similitudes très fortes avec les lois d’échelle présentées dans cet ouvrage.

Tout d’abord, considérons les météoroïdes qui entrent en contact avec la Terre ou son atmosphère. Ces corps célestes du Système solaire prennent le nom de météorite lorsqu’ils ont traversé l’atmosphère de la Terre et atteint sa surface. Aujourd’hui, l’origine de la disparition des dinosaures, qui marque la fin du Crétacé, est souvent attribuée à l’impact d’une météorite de près de 10 kilomètres de diamètre. Une des raisons est la découverte du gigantesque cratère de Chicxulub (180 kilomètres de diamètre), dans la péninsule du Yucatán au Mexique, datant exactement de cette période. Les impacts de météorites sont de fait souvent associés à une catastrophe. Ce sentiment s’est même probablement renforcé depuis l’avènement de films-catastrophe comme Deep Impact ou Armageddon. Mais les impacts de corps célestes avec la Terre ou son atmosphère sont très fréquents ; on en compte un toutes les 30 microsecondes pour un météoroïde d’un micromètre !
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Figure C.2. Représentation de la fréquence des météoroïdes rentrant dans l’atmosphère terrestre, en fonction de leur taille (tiré de Rothen, 1999 et de Schroeder, 1991).


Naturellement, plus ils sont gros et moins ils sont fréquents. C’est ce que montre la figure C.2, qui propose une représentation schématisée de la fréquence d’impact de différents débris interplanétaires avec l’atmosphère terrestre, en fonction de leur taille. On observe que des météorites de 1 mètre de diamètre entrent dans notre atmosphère une fois par an, et que des météorites de 10 kilomètres n’arrivent qu’une fois tous les 100 millions d’années… Ce dont nous pouvons nous réjouir, car il est peu probable que l’espèce humaine s’en sortirait mieux que les dinosaures. Mais, ce qui est important, c’est que tous ces points, tracés dans un diagramme log-log, s’alignent le long d’une seule et même droite, et ce sur plus de 10 ordres de grandeur ! Il en résulte qu’une loi de puissance gouverne le phénomène d’impact de météorites. Avant d’interpréter cette loi d’un genre un peu nouveau, présentons un dernier exemple.

Pour décrire l’énergie libérée par un tremblement de terre, le sismologue américain Charles Richter (1900-1985) eut l’idée, en 1935, d’introduire la notion de magnitude. Sa définition est fondée sur le logarithme de l’amplitude des ondes mesurées à la surface de la Terre par des sismographes. Ainsi est née la célèbre échelle de Richter.

C’est une échelle logarithmique : une augmentation d’une unité sur l’échelle de Richter correspond à un séisme libérant 30 fois plus d’énergie. Comme pour les impacts de météorites, plus la magnitude d’un séisme est grande, moins il est fréquent : des micro-tremblements de terre de magnitude inférieure à 1,9 ont lieu en moyenne 8 000 fois par jour ; des séismes modérés, de magnitude entre 5 et 5,9, causant de faibles dommages, apparaissent 800 fois par an, et des séismes de magnitude supérieure à 9, qui dévastent une zone sur un rayon de plus de 100 kilomètres, ont lieu une fois par siècle. Dans un article publié en 1956, Beno Gutenberg et Charles Richter ont classé les séismes en fonction du couple fréquence-magnitude (figure C.3). Ce qui est, une fois de plus, fascinant dans ce phénomène, c’est que tous les événements se rassemblent sur une seule loi de puissance ! Cette relation porte le nom de loi de Gutenberg-Richter.

[image: Figure C.3. Loi de Gutenberg-Richter qui relie la fréquence d’un séisme à sa magnitude pour un volume défini (adapté de Gribbin, 2006).]

Figure C.3. Loi de Gutenberg-Richter qui relie la fréquence d’un séisme à sa magnitude pour un volume défini (adapté de Gribbin, 2006).


Ces comportements en loi de puissance dans des systèmes complexes ne manquent pas : le système climatique, la population par ville, les embouteillages, la Bourse… Dans tous ces exemples, un ensemble d’événements complexes peut être rassemblé sur une loi de puissance commune. Il existe donc des propriétés communes entre nos lois d’échelle et ces lois de puissance. Une de ces propriétés est l’invariance d’échelle, elle est inhérente aux lois de puissance3. Dans tous les cas, il y a effectivement invariance de la loi malgré la grande différence d’échelle : de la petite rivière à l’Amazone, ou du débris qui frappe la navette spatiale à la météorite qui décime les dinosaures, c’est bien le même processus physique qui gouverne chaque événement de la loi, quelle que soit l’échelle. Cette remarque n’est vraiment pas anodine, car elle signifie qu’il n’y a pas de différence fondamentale entre un gros et un petit séisme, si ce n’est que le gros est moins fréquent. Cela va à l’encontre du sentiment général, qui veut qu’un énorme tremblement de terre aurait tendance à relâcher les contraintes, empêchant la survenue d’autres séismes après lui. En réalité, tous les tremblements de terre sont aléatoires, simplement ils ne sont pas équiprobables. Dans une zone sismique, un tremblement de terre de n’importe quelle magnitude peut donc survenir n’importe quand.

Bien que possédant cette notion d’invariance d’échelle impliquant des processus physiques identiques, ces lois de puissance restent des lois statistiques, mettant en jeu des variables aléatoires, ce qui les rend bien différentes des lois d’échelle qui sont le cœur de cet ouvrage. Elles sont construites de manière statistique : il faut étudier un grand nombre de séismes d’une magnitude donnée pour savoir quelle est leur fréquence d’apparition. Enfin, même une fois cette loi établie précisément, elle n’est jamais prédictive : la fréquence d’un événement ne donne pas sa date d’apparition. Au contraire, nos lois d’échelle ne nécessitent pas une étude statistique et leurs résultats sont bel et bien déterministes : une rivière de tel débit aura à peu près telle largeur. C’est donc un autre monde que nous venons d’entrevoir ici, un monde extrêmement vaste, parfois qualifié d’état critique auto-organisé, qui est voisin de celui que nous avons parcouru tout au long de ces pages, mais qui reste néanmoins un autre monde, nécessitant une exploration à part entière. Des mondes gouvernés par des lois de puissance, où universalité et invariance d’échelle continuent d’imposer leur règne, il y en a bien d’autres encore : fractales, transition de phase, etc. Il reste beaucoup à découvrir…











1. Lois qui sont en fait contenues dans les unités…


2. Il existe bien d’autres moyens de « deviner » les résultats recherchés. C’est ce que Sanjoy Mahajan appelle les techniques de street-fighting mathematics (les maths comme combat de rue) ; pour en savoir plus, voir ses deux ouvrages, disponibles sur Internet.


3. Cette propriété est une conséquence du fait que les lois de puissance ne possèdent pas de taille caractéristique.
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